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Radovan Vernić, Zagreb 
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Lemma I: Ausser durch die allgemeine Definition der Zu- 
sammenstosse*) im Dreikčrperproblem: 


Ty, (u) = 0 (1) 
ist der binare Zusammenstoss (Zweierstoss) durch die Bedingungen: 
il 
(up = 0) Zi JOE >0 (2) 
charakterisiert, wo: 
a 3 
= M 
sema ee 
i=1 ts 
3 3 (3) 
m; m 
ga \ Ma. M 3 k 
= ni: Tr Mi m2 m3 = Tjk 
dé 
hh = \ —_- (4) 
= eS re 


bedeutet (SUNDMAN 1909). 

Lemma II: Fir den ternaren Zusammenstoss (Dreierstoss), 
der hier zugleich die allgemeine Kollision ist, gilt neben (1) fur 
alle i = 1, 2,3 noch: 

Sp =o JM=h=0 (5) 
(SUNDMAN 1907). 
Lemma III: Fur jede Art von Zeta gilt 


find #3 MI [dd o 
To = ($2), =(34),=0- koi Ue Oe 


(vgl. »Diskussion«, Satz XXXV.). 


* Fiir alle vorkommenden Begriffe, Bezeichnungen und Quellen- 
nachweise vgl. R. VERNIC: Diskussion der SUNDMANschen Lčsung 
des Dreikérperproblems, Zagreb 1953. Fiir die periodischen Losungen 
und ihre Eigenschaften vgl. R. VERNIC: Periodische Lésungen im Drei- 
koérperproblem (»Glasnik« T. 8. - 1953. No. 4 = »Periodicum«); zitiert als 


»Diskussion«; »Period.«. 
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Lemma IV: Jede Art von Zusammenstéssen im Dreikčrper- 
problem erfolgt in der invariablen Ebene, in welcher sich im 
Stossmomente alle drei Kčrper, sowie alle Stosstangenten befinden 
(J. CHAZY 1922). Dabei ist immer J, = Jmin 2 0 und beim binaren 
Zusammenstoss von m, mit m, ist m, dem Massenmittelpunkt GC 
von (m,m,) am nachsten gekommen. 

Beweis: a) Fiir den tern&ren Zusammenstoss ist die Behaup- 
tung evident, denn die Bewegung ist eben (O. DZIOBEK 1888 — 
SUNDMAN 1907). 

b) Fur den bin&ren Zusammenstoss geben wir fur den ersten 
Teil der Behauptung den Originalbeweis von Jean CHAZY wieder 
(Comptes Rendus 168 (1919) 81—83, bzw. p. 127 in Ann. Ec. Norm. 
Sup. (3) 39 (1922) 29—130: Vgl. »Diskussion« Lit. [561[70] und Satz 
»B« in 131.3 dort). Die invariable Ebene nehmen wir als (ry)- 
Ebene an. Dann lautet der Flachensatz in JACOBIschen Koordi- 
naten 


g(ty yx) +h(En—n8)= 72, glye— zy) +heč— =y, 
g(t — xz) +A (GE—E) =H 
mit den Abkurzungen g= pee ede . h= PRE . Im Moment 
m3 (mi + mo) mi m2 


des Stosses sind jedenfalls m,, m, in der invariablen Ebene, da sie 
in ihrem Massenmittelpunkt C zusammenstossen: x=y=z=0. 
Nach SUNDMAN ist aber (vgl. »Diskussion« 121.1) 

lim (xy = yx) = lim (yz — zy) = lim (zx — xz) = lim rr=0; 

t > ty t>t, t> ty t> ty 
da die invariable Ebene die (xy)-Ebene ist, so gilt ausserdem y = yz, 
Yi = Ye = 0. Daher bleibt im Limes: 


£) 10 — 1 fo = 73 0, ny b>) — $m =0, —Hhtih=o. 


Die Determinante der beiden letzten Gleichungen ist aber mit der 


ersten Gleichung identisch: 4 ({, £))=& — ny €) = A +0. Also 


existiert nur die trivale Lčsung Ćć, = le = 0; w. z. b. w. 

c) Endlich gilt in JACOBIschen Koordinaten J = gr? + he?, 
wobei r= m,m,, 0 = Cm, (vgl. »Diskussion« 121.1, Formel (123)). 
Die Bedingung (6,) aus Lemma III. bedeutet J = Jertrem U. ZW. Jmin- 
Wegen r = 0 bleibt sogar 

Jomin = h 0)? w. z. b. w. (7) 

Korollar I: Wenn beim bindren Zusammenstoss auch die 
Tangente der Bahn des dritten Kérpers m, (seine Geschwindigkeit) 
in der invariablen Ebene liegt, so ist die Bewegung dauernd eben 
(J. CHAZY 1922). Nach dem Satz von DZIOBEK ist dann n&mlich 
71 = 72 = 73 = 0 (vgl. »Diskussion« Lit. [70] und 131.1). 

Lemma V: Die periodischen Stossbahnen im allgemeinen 
Dreikčrperproblem sind Bahnen des Zweikčrperproblems und die 
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Bewegung ist eben. Die tern&ren Zusammenstčsse bei periodischen 
Bahnen sind im allgemeinen imaginar; reelle tern&re Zusammen- 
stosse kommen bei geradliniger Bewegung vor. 

Denn nach »Period.« Satz X sind im allgemeinen Dreikčrper- 
problem die einzigen periodischen Lésungen des Problems die LA- 
GRANGEschen exakten Lésungen, woraus sich alle Behauptungen 
des Lemmas ergeben. Man beachte, dass wir das Umgekehrte nicht 
behaupten, d. h. die Geradlinigkeit ist eine hinreichende, aber nicht 
notwendige Bedingung fir reelle Dreierstésse. 

Theorem I: Wenn bei der ebenen Bewegung im allgemei- 
nen Dreikčrperproblem wenigstens zwei terndre Zusammenstosse 
im Intervall t der Zeit t bzw. w der »Pseudozeit« u vorkommen, 
so ist die Bewegung periodisch mit der Periode t bzw. w. 

Beweis: a) Nach Lemma II>+III ist dann: 


ima ra ruj = 
por: J) =0; (2) =(2), =. T (0) =0 (8) 
linge soja eee A ee ELA Me a 
SSS (52), =(P) =o Te)=r. (9) 


b) Somit gilt: 
0=J(0)=J(o), o— (42) =(2) 
0 @ 


Clap ee (10) 
0=J@M=Je), 0=(F) = ieas| 


und das sind die Randbedingungen der Periodizitat ftir J(u) bzw. 
J (t). Wegen (3), (6,) sind aber dann auch rj = 0, ri = 0; w. z. b. w. 

Korollar II: Die ternaéren Zusammenstosse im Dreikorper- 
problem kčnnen sich nirgends im Endlichen haufen (Behauptung 
in »Diskussion« 121.2, 1950). 

Denn entweder ist es nur einer, oder die Bewegung ist nach 
Theorem I periodisch, und die konsekutiven Zusammenstosse 
(k—1) o, kw &quidistant (vgl. auch Korollar IV+V). 

Korollar III: Im allgemeinen Dreikérperproblem sind ab- 
zahlbar unendlich viele bin&re Zusammenstésse auf derselben Bahn 
moglich. 

Denn dann ist J,””" > 0, also im allgemeinen Ja—noE Jaw 
(relative Minima). 

Periodisch wird die Bewegung nur fiir (vgl. Theorem II.) 


J (n@) = J (ma) (11) 
Die Zusammenstésse kénnen nicht tiberall dicht liegen nach dem 
Existenzsatz iiber Lésungen von Differentialgleichungssystemen. 
Theorem II: Die bin&ren Zusammenstésse im Dreikorper- 
problem kénnen sich nirgends im Endlichen haufen (Behauptung 
von SUNDMAN 1909). 
Beweis: a) Sonst ware nadmlich_ 
lim 5 =t (12) 


v> o 
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fur endliches t. Es sei dann 


lim u,=u, lim J(u,)=J, (13) 
v>o v > o 


Somit wird fiir geeignetes u,v > N (e) 
U,=Ii<e (14) 


die Bedingung (11) der Periodizitaét von J (u) beliebig genau erfullt. 
Dann unterscheidet sich auch die Bewegung beliebig wenig von 
der periodischen: denn nach hčchstens vier Zusammenstossen muss 
sich ein bin&rer Stoss derselben zwei Massen ereignen; also 
Ti (Uy) = Ti (us) = 0, rit = re, 77? = TH; J, =J, et Tj Ga) = Tj (u) = 
= 7 (U,) =T:(u,) F0 wegen Es + = (ri = ca ata = (r?)2, Wah- 
rend (6,) wieder ri =0(i =1, 2, 3) ergibt. Die Zusammenstosse 
werden immer mehr &quidistant, im Widerspruch mit der Voraus- 
setzung, dass sie sich haufen; w.z. b. w. (Vgl. auch Korollar IV +V.) 


Korollar IV: Im allgemeinen Falle des Dreikčrperpro- 
blems, wo sich das Problem nicht auf das Zweikčrperproblem re- 
duziert, ist nur ein tern&rer Zusammenstoss moglich. 

Denn bei (wenigstens) zwei ternaren Zusammenstossen gelten 
Korollar II und Lemma V. 


Korollar V: Die einzigen Falle des (nichtdegenerierten) 


Dreikérperproblems mit mehr als einem ternéren Zusammenstoss 
sind die LAGRANGEschen exakten Lčsungen. 


AnmerkunglI: Ich mčochte besonders hervorheben, dass die 
Beweise der beiden Behauptungen in Korollar II und Theorem II 
unabhangig sind von der Tatsache aus Satz X »Period.«, dass nam- 
lich die einzigen periodischen Loésungen im allgemeinen Dreikčr- 
perproblem genau die LAGRANGEschen Lčsungen sind. Daher 
kann man sie auch gleich am Anfang einer systematischen Dar- 
stellung der SUNDMANschen Lčsung des Dreikérperproblems und 
der Erweiterungen, die ich dieser Losung gab, setzen. Ich mochte 
noch darauf aufmerksam machen, dass ich in »Diskussion« 121.2 
den von SUNDMAN gegebenen Beweis von Satz II als ungeniigend 
nachgewiesen habe, obwohl sich sein Teilresultat, ein ternirer Zu- 
sammenstoss misste Haufungspunkt bin&rer Zusammenstčsse sein, 
auch hier ergibt (vgl. Satz III, wonach bei den LAGRANGEschen 
Bewegungen nur ternare Zusammenstésse vorkommen kénnen). In 
»Diskussion« 133.3 gab ich einen mehr intuitiven physikalisch be- 
grindeten Beweis fiir beide Behauptungen. 


2. 


Theorem III: Reelle ternire Zusammenst&sse im Falle der 
LAGRANGEschen Lčsungen des Dreikérperproblems kommen nur 


bei der geradlinigen Bewegung vor (h = 0). Bei den Bewegungen in 
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Kegelschnitten sind die tern&ren Zusammenstisse imaginaér und 
zwar im absoluten Koordinatensystem von der 1. Art: 


1° = x2 -- x39 : Y19 = ¥2° = y30 & (15) 
Daher fallen drei Paare der imagin&ren Schnittpunkte der drei 
Kegelschnitte zusammen, in Einklang mit ihrer Homothetie mit dem 
Massenmittelpunkt als gemeinsamen Brennpunkt. 


Beweis: a) Im absoluten Koordinatensystem sind Polarkoordi- 
naten geeignet (vgl. »Diskussion« 213.1): 


Di 


kg 1+ zeosv, ° (20) 


Die (numerische) Exzentrizitat e ist gleich in allen drei Kegel- 
schnitten wegen der Homothetie, wahrend die Gréssen pi=a; (1—e?) 
sich wie die reziproken Werte der Massen verhalten: 


ub i 1 
*D2! Par A, 2. a2: a E “tt: — ity 
P1- P2- P3 a1 -d2: a3 ARS mek ( ) 


Die LAGRANGEschen Bewegungen sind jedoch »synchron« 
d. h. in Bezug auf die Zeit t oder die Pseudozeit u ist 
Y=) = =v (18) 
Daher wird 
Fas ate) 


= 1 srodne. 1+ €cosv : 


Q; (19) 
b) Fur reelle Zusammenstésse wird oi = 0, denn der Zusam- 
menstoss erfolgt notwendig im Massenmittelpunkt. Nach (19) er- 
gibt das pi = aj (1— <2) = 0 (i = 1,2,3), somit allgemein (wegen 

ai = 0): 
e=1 (20) 


d. h. die geradlinige Bewegung (h Š 0). 

c) Fir imagin&re Zusammenstčosse bleibt 0% & 0 und fiir h= 0. 
auch e=- 1. Dagegen gilt (1) und daher 0, = 0; = 0,, somit aus 
Xi = 0icosv, yi = Qisinv die Behauptung (15) (vgl. die expliziten 
Rechnungen im Beweis fiir Satz IV). Den Rest der Behauptungen 
ergeben die projektiven Sitze aus »Diskussion« 213.2. W. z. b. w. 

Theorem IV: Im relativen Koordinatensystem sind die ima- 
gindren Zusammenstosse bei den LAGRANGEschen exakten L6- 
sungen des Dreikérperproblems von der 2. Art: zwei der Massen, 
z. B. m,, mz befinden sich tatsachlich, obwohl imaginar, in dem- 
selben Raumpunkt, wahrend sich die dritte Masse m, im Schnitt- 
punkt der isotropen Geraden durch die beiden ersten Massen be- 
findet. Beide Massen umschreiben um m, zwei kongruente Kegel- 


schnitte mit dem Winkel + zwischen beiden Apsidenlinien und 


erfiillen die projektiven S&tze tiber die imaginaren Zusammenstosse 
(»Diskussion« 213.2). 


8 Radovan Vernić, Zagreb, 


Beweis: a) Die Lage und die Kongruenz der relativen Kegel- 
schnitte von m,, m, um m, (vgl. »Diskussion« Lit. [3] o. [134] ergibt 
die Gleichungen 
P 


= a] eT 21) 
1+ € cos (» + 3) ( 


mira gbe = = 
e. 1+ ecosv’ @s 


Die geradlinige Bewegung haben wir firp=0d. h. 0, = @; 
und diese werden natiirlich gleichzeitig Null im Stossmoment im 
Koordinatenursprung O = m,. Im allgemeinen Falle «== 1(h > 0), 
p =F 0 gehen wir jedoch zur rationalen Uniformisierung der wahren 
Anomalie iiber: 


Omtg>. (22) 
Dann gilt: 
— @ E 20 
cos v = 1+ & » sSILV = 1+ @ > 
cos (0 + 2) = Leore— VS sin v= 2S 0 
und somit: 
Bil 6+) 2p (1+ 6) 
Cee) jai 262) 7) 2(1+ 6) +e (1— @2— V5.6) 
b) Nun ist fiir den ternadren Zusammenstoss 
' o=03=0, (24) | 
was > rar 
1+ @=0, @=+i (25) 


ergibt. Daher werden die Koordinaten 


Xz = 0e0sv, yo = 0sinv; zm ecos(v+ 2), v= asin (v2) s . 
(3 : | 


Om oe Nee < zča“ 
wegen sin La al ere! Fp him oar eo 3 Ko 
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genannten Satzen. Die Wesensgleichheit der imagin&ren Zusam- 
menstosse 1. und 2. Art gilt somit ganz allgemein (»Diskussion« 
133.3). 

Anmerkung II: Der besondere Fall eines imagin&ren Zu- 
sammenstosses mit r, = r, = 0,7, = 0 (T. UNO 1935 = »Diskussion« 
Lit. [110], D. BELORIZKY 1938 = a. a. O. Lit. [120]), fiir den schon 
BELORIZKY (a. a. O.) feststellte, dass er bei der ebenen Bewe- 
gung unmoglich ist, ist uberhaupt unmoglich. Dann sind namlich 
die Dreiecksrelationen nicht erfullt, das K6rperdreieck existiert 
uberhaupt nicht. Hier hat man augenscheinlich aus den Augen 
verloren, dass auch bei der gleichberechtigten Betrachtung imagi- 
narer Grčssen neben den reellen, die Massen mj; und die Distanzen 
Ti immer reell sein mussen; denn sonst ist das Problem mechanisch 
sinnlos. Die Dreiecksrelationen aber: 


fo ee rj + Tr; (27) 
ergeben fir Tj; = Tx = 0 notwendig auch 7; = 0. Eine besondere Art 
von imaginaren Zusammenstossen sind also nur die imaginaren 
Zusammenstosse 2. Art, wie sie D. BELORIZKY 1939 einftihrte 
(a. a. O. Lit. [122] [138]) und diese lassen sich durch Ubergang 
vom relativen auf das absolute Koordinatensystem in diejenigen 
1. Art tberfiihren. 


3. 


Theorem VI: Das allgemeine Integral des Dreikérperpro- 
blems geniigt der Beziehung 


J (u) =2{h T?(u kuTt—)Ti&as\ + % Jo: T (u) + Jo (28) 
0 


wenn man die Zeit t = T (u) vom »Pseudomomente« u = 0 an zahlt 
wie in (8). Wenn wir dagegen die Integration bei u, >> 0 beginnen, 
so gilt allgemeiner: 


J(u) =2{aT? (u) tur — JT gael + (na —2u—4K Ti) 70) + 


+ in +2hT?—VJ Th. (29) 


Beweis: a) Wir gehen von der transformierten LAGRANGE- 
schen Formel aus: 

ORLA SRO rece a 

a (" Ge) =2 (1+ a a) 

(Vgl. »Diskussion« 233.1 0. »Period.« (13)). Dann ist die Gleichung 

(28) ihr allgemeines Integral, der auch das allgemeine Integral des 

Dreikérperproblems geniigen muss; denn es muss die Gleichung 

(30) und noch zwei weitere LAGRANGEsche Gleichungen erfiillen 

(eine 2. und eine 3. Ordnung). Die Herleitung von (28) ist in »Pe- 
riod.« Satz V, Formel (20) gegeben. 


do Radovan Vernić, Zagreb, 


b) Die zweite Annahme fiihrt etwas allgemeiner zuerst durch 
einmalige Integration auf: 


dJ o (MJ! —2u, —4hT) + 2u+4hT (u) 
ee eee (31) 
du V (u) 


und dann unter Beachtung der Quadraturen 
u ž é u u 
o Sra-krol-irods: 
uy uw oy 
TI Tidg q é u u 
IRE =»)readreo=ne| =m-Te 


nach mire e Umstellung auf (29); w. z. b. w. 
Theorem VII: Die Bedingungen fiir Stossbahnen sind: 


Fold 
V (ug) 


fe 


fr, (i) = 0, =0; ) Je) 0 ap ee do 0s 


1 
gid au + 2nr, (32) 


1 B +. 
zh-W=\TW de + (uy +hT1)T,— (ug t+ hTo) Te 


wo also u, das een cnoments des Zusammenstosses fur die ke ' 
jektorie »durch« u, ist. £ 
Beweis: a) Die Anfangswerte sind V,, T,; J,, J,’. Soll dann E 
fiir u =u, ein Zusammenstoss eintreten, so muss die grate Gruppe 
(32) nach (6) erfiillt sein. Wir miissen diese Bedingungen nebenj 
die zwei weiteren fiir J, J’ stellen, denn die allgemeine Lčsung 
des Dreikérperproblems ‘umfasst eine engere Klasse von Funkti- = 
onen als die der Lésungen von (30). q 
b) Nun folgt: J.’ = 0, u, + 2hT, = 0 Mara: GD Va ga 
—2u, —4hT, = za Ka h. (325). Dann bleibt von (29): J nee 


+hT)T;—2 j T (6) dg pies came: 
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Beweis: a) Fir (33) beachte man u,+hT, = —hT, wegen (32,). 

b) Fiir (33*) beachte man noch J, = 0 nach (ons w. z. b. w. 

Ko rode ViiseDie Se onetnacnngen (32) aus Theorem VII 
sind im Falle des Zweikorperproblems identisch, d. h. fiir alle 
Bahnen erfullt; die ersten zwei Bedingungen aus (32) geben die 
bekannten Bedingungen im Zweikčrperproblem fiir reelle bzw. 
imaginare Zusammenstčsse. 

Beweis: a) Die Formeln (32,_,) enthalten nur die Bedingun- 
gen (32.,_,), die ausser bei den Zusammenstčssen auch bei periodi- 
schen Bahnen erftillt sind. Alle Bahnen des allgemeinen Zweikor- 
perproblems sind jedoch periodisch, daher ihr identisches Ver- 
schwinden. Zu (32,_>) vgl. »Diskussion« 213.1 u. 133.1. 

b) Die Rechnung selbst verlauft wie folgt: Ellipse (und analog 


Hyperbel) r = a(1—< cos u), s .i=T(u) a (u—esinu), V= 


ee eg Se mie dog sa ht 
Seer nls + (1—ecosu)?, h = 2, * Dann ergibt 


(324) links: ae {(1 — e(cos u,)? —(1— e cos uy)?’ und rechts nach 
Ausfiihrung der Integration und elementarer Reduktionen dasselbe: 


= {(2 cos u, + sin? u,)—(2cosu, + esin?u,)t. Noch einfacher 


folgt das identische Verschwinden von (32;) wegen: 


ke ori (1 —gcosu).esinu. 


c) Fir die Parabel wird: r= ir Ge): = ae 1 (0) = 


padina TS 
~ pea 


a a + its —(i + 0,%)] = a (2+6,) 6,2— (2 + ©,2)0,?] 


=; o ka RE laz 3 (1 + 0%), h = 0; also (32,): 


und (32,): J’ = + 62). 20 u. swe wid. De Ww 


Korollar VII: Die Stossbedingungen (33) sind im Zweikčrper- 
problem fiir die reellen Zusammenstčosse bei geradliniger Bewegung 
erfullt. 

Beweis: a) Jetzt bekommt man statt der Identitat aus Korollar 
VI eine Bestimmungsgleichung, die sin u, =0, esinu, = u, also 
eindeutig u, = 0 ergibt. Dann gibt aber (33,) noch a(1—e) =0 
also g = 1 wegen a0. 

b) Bei der Parabel Prase die Bestimmungsgleichung fir den 


»Pseudomoment« des Stosses 4 = u 2 + 0.2) 0,2 = 0, die notwendig 


wegen r(u) =0 auf p=0, r= o: fiihrt, dann mit O, = 0 (vgl. 
»Diskussion« 212.1). : 

Korotlar VIII: Die Stossbedingungen (33*) sind im Zwei- 
korperproblem ftir die rellen Zusammenstčsse bei geradliniger Bc- 
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wegung erfiillt; bei der parabolischen Bewegung bei p=-0 auch 
fiir die imaginaren Zusammenstosse. 

Beweis: a) Man beachte, dass jeder Zusammenstoss hier zu- 
gleich eine allgemeine Kollision ist, daher J, = 0. Fiir h=+0 ist 
die Bestimmungsgleichung fiir u,: 1+ e? = ¢(2cosu,—esin? u, + 
+2u,sinu,) mit der Lésung u, = 2ka(k =0, + 1,...) mite=1. 
Dagegen konstatiert man leicht, dass die Werte fiir die imagindren 


1 
Zusammenstésse bei ¢ 1: h<0, e<C1, u,= arc cos a bzw.h > 0, 
e>l, u,=arch = unsere Bestimmungsgleichung nicht befriedigen. 


b) Bei der Parabel ist jedoch: ča (1+ ©,?)? =0, also p=0, 


r= ©2, 0, =0 oder p+0, O, = +i (vgl. »Diskussion« 213.1); 
w. Ze br Ws 

Anmerkung III: Die Bedingungen (32) und (33) k&nnen 
uns bei weitem nicht befriedigen. Erstens enthalten sie Uberfliissi- 
ges, denn die Losung von (30) ist umfassender als die Losung des 
Dreikčrperproblems. In »Period.« gab die Betrachtung dieser Glei- 
chung (30) nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende Be- 
dingungen. Hier gilt das jedoch nicht mehr, die Gleichung (30) 
allein gentigt nicht als Quelle praziser Stossbedingungen, wenn 
man darunter Gleichungen versteht, denen die Anfangsbedingun- 
gen der Trajektorien des Problems gentigen miissen, damit es im 
Verlaufe der Zeit (oder Pseudozeit) zu einem Zusammenstosse auf 
dieser Trajektorie kommt. Das ist das PAINLEVEsche Problem 
(vgl. »Diskussion« Lit. [7] u. 111.3). — Zweitens leuchtet es ein, 
dass eine niitzliche Handhabung solcher Stossbedingungen eine nu- 
merisch brauchbare Berechnungsmethode fiir das allgemeine Inte- 
gral des Dreikorperproblems voraussetzt. Eine solche Berechnungs- 
methode steht jedoch zurzeit noch aus, Daher verfolgen wir diese 
Entwicklungen hier nicht weiter. 


UVJETI SUDARA U PROBLEMU TRIJU TIJELA® 
Radovan Vernić, Zagreb 
Sadržaj 


U prvom dijelu članka izvode se najprije dinamička ekstre- 
malna svojstva sudara u problemu triju tijela, nadovezujući na 
J. CHAZY-a, u lemama 1—4 i kor. 1. Ponajprije je tu važna lema 
4, prema kojoj se svi sudari, binarni i ternarni, vrše u invarijabil- 
noj ravnini, u kojoj u času sudara leže i sve sudarne tangente, a 


* Prvi put saopćeno na kolokviju Društva matematičara i fizičara 
NR Hrvatske 6. V. 1953. (Uporedi Glasnik« Ser. II, T. 8—1953, p. 155. 


oi. vt ii id 
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poznata LAGRANGE-ova funkcija J(u) ima tu minimum > 0. 
Lema 5 donosi primjenu na periodične sudarne trajektorije. 1. teo- 
rem utvrđuje onda: ako postoje bar dva ternarna sudara u općem 
problemu triju tijela u »razmaku« w, gibanje je periodično s peri- 
odom w. Time je dokazana autorova tvrdnja iz 1950., da se trojni 
sudari ne mogu gomilati u konačnosti (kor. 2). Po teoremu 2 i kor. 3 
može biti u općem slučaju odbrojivo mnogo dvojnih sudara, ali se 
opet ne mogu gomilati u konačnosti. SUNDMAN je 1909. dao za 
to djelomičan dokaz, za koji je autor 1951. pokazao, da nije dosta- 
tan. Time je tek sada za obje vrste sudara dokazano isto funda- 
mentalno svojstvo. Napose izlazi, da je izvan periodičkih gibanja 
(LAGRANGE-ovih rješenja po kor. 5) u općem problemu triju tijela 
moguć samo jedan trojni sudar. 

U drugom dijelu članka vraćamo se na t. zv. geometrijske 
teoreme iz autorove disertacije 1951. Direktno i elementarno izvodi 
se ekvivalentnost u novijoj literaturi poznatih imaginarnih sudara 
1.i 2. vrste u općem problemu triju tijela. Teorem 3 pokazuje »pro- 
jektivni« položaj sudarnih točaka za LAGRANGE-ova rješenja kod 
sudara 1. vrste, teorem 4 kod sudara 2. vrste, a zbog limitnih rela- 
cija još SUNDMAN-a 1907. vrijedi to općenito za svako gibanje 
(teorem 5). 

U trećem dijelu članka dobivaju se iz transformirane LA- 
GRANGE-ove jednadžbe (30) nužni uvjeti (teorem 6, 7, 8), da neka 
određena trajektorija sadrži određenu vrst sudara; no za praktičnu 
upotrebu ti uvjeti: (32), (33) i (33*) nisu prikladni. Formule se pro- 
vjeravaju za slučaj problema dvaju tijela (kor. 6, 7, 8). 


(Primljeno 16. V. 1953.). 


GLASNIK MAT. - FIZ. I ASTR. 
Tom. 9. — No. 1 — 1954. 


IMMERSION DE TORES EUCLIDIENS A 
PARALLELOGRAMME FONDAMENTAL DE FORME 
QUELCONQUE DANS UN ESPACE SPHERIQUE OU 

ELLIPTIQUE A TROIS DIMENSIONS 


Danilo Blanuša, Zagreb 


On sait qu’il est impossible de plonger le tore euclidien dans 
un espace euclidien a trois dimensions!). Mais c'est possible dans 
un espace euclidien a quatre dimensions. Un tel tore ayant un carré 
de coté 2x pour domaine fondamental est donné par les équations?) 


Ti=sinu, ©, = cosu, x, = Sinv, X, = cos v. (a) 


On a, en effet, 
4 


ce Ni dr? = du? + dvž. (2) 
= 
Les paramétres u,v étant assujettis aux inégalités 
0<u< 2 0X v< 2, (3) 


on obtient tous les quadruples (x,, X,, x3, x4) possibles de sorte 
qu’en effet la surface est repré- 
sentée isométriquement sur un VY 
carré donné par les inégalités (3) 
_ dans le plan (u, v). La périodicité 
des fonctions sinus et cosinus 
correspond a Jidentification des 
bords du carré, cette identification 
étant nécessaire pour obtenir la 
connexion topologique du tore (v. 
tis. 1); 

En vertu des équations (1) 
on a 


21 


4 i : 
Vir =2, w O ZT 
i=1 Fig. 1. 

1) Les surfaces a métrique euclidienne dans l’espace euclidien a trois 
dimensions sont nécessairement des surfaces réglées dont les génératri- 
ces s’étendent jusqu’ a Vinfini, tandis que le tore est une surface fermee. 

2) Voir p. e. D. Hilbert u. S. Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie, 


Berlin 1932, pp. 301—302. i 
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c. a. d. la surface est situće dans un S, (espace sphérique A trois 
dimensions) au rayon (2. Les équations un peu plus générales 


a. (oh Aah a aise 27 
eS On sin ; = on . 
(5) 
he: b i 2V <a ane 22v 
ae] 42 47 On b 


déterminent aussi un tore euclidien, la forme métrique étant de 
nouveau donnée par (2). Mais, cette fois-ci le domaine fondamental 
est un rectangle aux cétés a, b et le tore se trouve dans un S, au 
rayon ya? +b?/22. En  posant a = b = 22 on obtient les équa- 
tion (1). 
Introduisons au lieu de u, v les nouveaux parametres £,7 a 

Taide des equations 

: amu => 20 

dd dam 
a ze b 

Les équations (5) prennent la forme 


= §&—y. (6) 


z= 5 sin (£ + 9), m, = = cos(E +7), 
(7) 


Oe b 
yt est (Foe Ere tvu 


px. 


Les lignes € = const. et 7 = const. correspondent aux droites paral- | 


léles a une ou a Vautre des diagonales du rectangle fondamental. 
Il n’est pas difficile de montrer que ces lignes sont des can 
cercles dans l’espace sphérique 


ate une surface de Cea dont les | axes sont a 


ee See) 
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Or, pour € = const. les équations (lla, b) déterminent un plan 
passant par lorigine, c. a. d. par le centre de l’espace sphérique. 
Son intersection avec cet espace est un grand cercle. Un raisonne- 
ment analogue a l’aide des équations (12a, b) montre que les lignes 
4 = const. sont aussi des grands cercles. 

Pour montrer que ce sont deux familles de paralléles de Clif- 
ford, nous considérons la courbe 


Va? + b? _ Va? + b2 


Ep - on Sin (€5 +4) sin p, 2x, on cos (64 + 7,) sin o, 
ine ee Va? +B 
ee eg nn (o — 1%) COSY, Ly = “Serre e (Eo — 7) COS p 


(13) 
ou g nous sert de parametre, tandis que &,, 7, sont des valeurs 
arbitraires fixes. On vérifie qu’en supposant (13) on a 

x; cos (€, + 7,) —2x, sin (5 + %,) = 0, (14a) 
x, cos (€, — 7.) — x, sin (6, —7,) = 0. (14b) 
Les valeurs &, et 7, étant fixes, ce sont les équations d'un plan 
passant par l’origine et coupant l’espace sphérique suivant un grand 
cercle. La courbe (13) est done un grand cercle. En posant 
a b 
sin Se cos == (15) 
e Va? + b2' aa Va? + b? 
on obtient les équations (7). Le grand cercle (13) passe donc par 
le point €,, 17, du tore. On voit aussi facilement que ce cercle coupe 
les deux axes (9) et (10) du tore. En effet, pour gm = 0 on obtient 
des valeurs x,, X,, Xa, X, satisfaisant les équations (9), tandis qu’en 
posant o = 2/2 on satisfait les équations (10). 

Nous allons montrer que ce cercle coupe perpendiculairement 
les axes et aussi les grands cercles € = const. et 7 = const. passant 
par le point (£,, 7,) du tore. Ecrivons d’abord les équations des axes 
(9) et (10) sous la forme 


(rte (STB 
Ti=2=0, OL TI sin (£, — /)), “a izo cos (6; — 9), 
(16) 

2 [erat a2 + b2 
i= 2. sin (ć, + ), y= yo cos (§, + 7), x, =x, = 0, 
(17) 


7] nous servant de paramétre. On voit immédiatement que la valeur 

1 =" appartient aux points d’intersection des axes avec le grand 

cercle (13), car cette valeur donne précisément les valeurs de 

@,,---,»%, correspondant a gp =0 resp. y = 2/2 dans (13). Soient 
—> — > >> 


les vecteurs d,s, d,s, d,s, d,s les différentielles d'arc suivant les 
deux axes, le grand cercle (13) et la courbe € = const. = £, passant 
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par le point (ć,, 7)) du tore. Calculons les composantes de ces 
vecteurs. On aura 


dti =d,0, =0, dir, = — je cos (6, — 1) dn, 

dx, = Koja: sin (6, — 7) dy; (18) 
dt, = LEN cos s + 7) dy, dx, = RDU (5 + 9) dy, 
a d,x, = do, = 0; (19 

dt, = EP umm (Eg + 770) cos p do, 

dr, = orao cos (€, +1) cos p do, 

dX» =— ER a sin (Ea — 7) Sin p dg, 

daa mira iko cos & o — No) Sin p dp; (20) 


| a i : 
dx, = => cos (Fp +1) dn, dje, = -— sin (£, + 1) dy, 
maa ; sh so > soto 

dr, = ZA cos (6, — n)dn, da, = on => sin Ep. =n dy. (21) 

aes Le produit scalaire sa fe et Ta pris au Sheme intersection “a 
correspond aux valeurs 7 = "lo et p = 0 sera ie . 12. SE 


“aš 


bh? seer 
(ars 
A 


ča 
5 ZT ae ZINE si ore. (E 
= a AN — ZARI / is po 
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La differentielle d'arc (scalaire) de la courbe (13) sera 


som en 
dosa \ 2 axe = e. do. (25) 


La distance sphérique entre l’axe (9) et la courbe ć = ć, mesurée 
suivant la courbe (13) est donc égale a 


P=, 


fae = ET ; 
o aan on Pi , ( ) 


¢=—=0 
pidesignant la valeur déterminée par (15), c. a. d. 

Qi = arc sin ————_., itl 

1 Vez 1 Be (27) 
On voit bien que cette distance est indépendante de y,, c.a.d. 
le grand cercle € = ć,, est une paralléle de Clifford par rapport 
a Vaxe (9). Mais cette distance est aussi indépendante de £,, c.a.d. 
tous les grands cercles € = const. sont de telles paralléles a distance 
égales de l’axe, et le tore est, en effet, une surface de Clifford. 
Il va sans dire qu'un raisonnement analogue s’applique a l’axe (10) 
et aussi aux courbes 7 = const. qui forment la seconde famille de 
paralléles de Clifford sur cette méme surface. 

En variant les constantes a, b de maniére que léquation 

a? + 6? = 477R? (28) 
reste satisfaite, R étant le rayon de l’espace sphérique, on obtient 
une famille de tores coaxiaux. Les courbes € = const. forment une 
famille de paralléles de Clifford a deux paramétres a et €, b étant 
determine par (28), tandis que les courbes 7 = const. forment une 
seconde famille aux paramétres a,7. Chacune de ces deux familles 
contient les deux axes (9) et (10). 

En établissant une relation entre a et € on obtient une famille 
de courbes € = const. a un parametre formant une certaine surface 
qu'on pourra appeler »surface réglée« dans la géométrie de l’espace 
sphérique, les grands cercles étant les »droites« de cette géométrie. 
Sur une telle surface la métrique est euclidienne, car les paralléles 
de Clifford et leurs trajectoires orthogonales partagent la surface 
en rectangles. Nous nous proposons de trouver une telle surface 
homéomorphe au tore, mais telle que le parallélogramme fonda- 
mental acquiert une forme donnée a volonté. D’aprés ce que nous 
venons de dire, la surface aura les équations 


z,=é)sinfgé+y), s =y(E)cos(Et ny), x, = y($)sin(E—*y), 
x, = py (é) cos (§—7), (29) 
les constantes a, b dans les équations (7) étant remplacées par des 


fonctions de €. En choisissant R = 1 nous voyons qu’en vertu de 
(28) les deux fonctions p (&) et vw (£) sont assujetties a la relation 


[0 BE + fy OF =1. | (30) 
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Nous supposons encore les inégalités 

Ie 1, 0 y= 1 (30a) 
valables pour toutes les valeurs de &, et l’existence d'une dérivée 
continue pour chacune de ces deux fonctions. 

Pour que la surface ait la connexion du tore, les fonctions op 
et y doivent étre périodiques de sorte que soit une période de ces 
fonctions. En effet, dans ce cas aux valeurs & et € + a correspondra 
le méme grand cercle, car les valeurs (&,7) et (£ + a, 7 + a) don- 
nent le méme point (x,,..., 2,4). Le point 7, du cercle € =, est 
donc identique au point 7, + z du cercle € = €, + a. En choisis- 
sant ćy =" =0 nous pouvons dire que le cercle € = C decrit le 
tore quand .C varie de 0 A a. Aprés ce mouvement le cercle est 
arrivé a sa position initiale, mais il a subi une rotation d’angle a, 
car un point quelconque 7 du cercle sera identifié avec le point 
% + a. Si nous considérons le plan comme surface universelle de 
recouvrement du tore, les paramétres €, 7 nous servant de coordon- 
nées (curvilignes en général), le réseau des points homologues sera 
donné par les points (0, 0), (0, 2 7), (a, a). En effet, ces trois points 
sont homologues dans le réseau, car ils correspondent au méme 
point du tore, ce qui s'ensuit des équations (29) a cause de la pe- 
riodicité des fonctions sinus et cosinus et des fonctions p et yw. 
Pour qu’on puisse choisir ces trois points pour points fondamentaux, 
il faut que dans l’intérieur et sur le bord du triangle formé par 
ces points il n’y ait pas d’autres points homologues du réseau. Pour 
décider cette question il sera utile d’introduire des coordonnées 
rectilignes au lieu de ć, 7. 

A lVaide de (30) on déduit des équations (29) la forme métrique 

4 


ds? = aS dx? = (1+ 02 + w) dg + 2 (92 — 972) dé dy + dip. (31) 
i=1 
Choisissons pour nouveaux paramétres 
g 


o= | V4q2y? +p? +y? dé, (32) 
J | 
š 
o=nt | (p* — 1%) dé. (33) 


0 
La forme métrique (31) devient 

ds? = do? + do?, (34) 
c. a. d. la métrique est, en effet, euclidienne et les paramčtres 0,0 
sont des coordonnées rectangulaires dans le plan nous servant de 
surface de recouvrement. Les coordonnées 0, a des trois points fon- 
damentaux du réseau auront les valeurs (0, 0), (0, 27), (03,63) avec 

T T 
Qs = | Vaptyttp tty? dé, os =a + | (p?—y?)d&. (35) 

v 0 
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Or, en vertu de (30a) on a | gp? — y”| <1 et, par conséquent, 
Dos 2’. (36) 


Le triangle formé par ces trois points P,Q, R aura donc des angles 
aigus aux sommets P,Q. Les trois sommets étant exclus, on aura 
pour tous les autres points en dedans ou au bord du triangle (fig. 2) 


8<0<0,0<ds<2a. (36a, b) 


Cela étant, nous cherchons 
un point homologue aux sommets 
et situé au bord ou dans l'inte- Q 
rieur du triangle. Les points ho- 
mologues du réseau correspon- 
dent au méme point de la surface 
et ont, par conséquent, les mémes 
coordonnées x,,...,2X,. Considé- 
rons donc la relation nécessaire 
entre deux couples de coordon- 
neés (ć,, yr) et (€s, 4s) correspon- Pp ra e 
dant au meme point (x,,...,,). 3 
D’aprés les équations (29) on a ra 


xy? + 2x? = [yp (&)? = [o0(69)P, xg? + x? = [p(6)] = [y (£)]? (37) 
et, par suite de (30a), 
pć)=p(E)FH0, vić) = vić) +0. (37a) 
Il s'ensuit immédiatement a V'aide de (29) 
sin (čr + yr) = sin (Es + ys), Cos (& + yr) = cos (Es + ys) (38a) 
sin (&, — yr) = sin (§s— 7s), cos (£r — yr) = cos (€s — 7s) (38b) 
donc 


E, + yr— (Es + 4s) =2k,a, (38c) 
&, — yr — (Es — Ys) = koza (38d) 
et 
&, —&, = (k, + k,)a, (39a) 
Nr — Ns = (ky —k,) a. (39b) 


Si Von pose £; = 7; = 0, ce sera un des sommets du triangle. Soient 
Er, 1r les coordonnées du point cherché. Compte tenu de (30a) et 
(35), un coup d’oeil sur l’équation (32) nous montre que l’inégalite 
(36a) équivaut a 

=. (40) 
En vertu de (39a) on aurait done k, + k, = 0, c.a.d. & = 0 et, par 
suite de (33), or = yr. De Vinégalité (36b) et de (39b) on déduit 
k, —k, = 1, ce qui est en contradiction avec ky hk, = 0, Ky et k, 
étant des nombres entiers. Il s’ensuit que le point cherche n’existe 
pas et les trois sommets P,Q@,R du triangle sont, en effet, trois 
points fondamentaux. 
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En méme temps on peut voir que la surface considérée n'a pas 
d’intersection avec elle-méme. En effet, un point d’une telle inter- 
section ayant les coordonnćes x,,..., X, correspondra a deux points 
différents (ć,, yr) et (&s, 7s) de la surface et on aurait les relations 
(39a, b). D’autre part, on obtient toute la surface par le mouvement 
du cercle € = C ou C varie de 0 a a. On peut donc assujettir la 
coordonnée € d'un point quelconque de la surface a la condition 
0<&é<a, cette inégalité étant valable pour €, et €, et on obtient 
a Paide de (39a) k, + k, =0, donc & = és. La coordonnée y peut 
€tre assujettie a la condition 0 < 7) < 22, car elle détermine la posi- 
tion du point sur le cercle = C. Cette inégalité étant valable pour 
yr et ys, on aurait, par suite de (39b), 7,— 7; = 0 ou 4,—ys = Ea. 
Mais comme il s’agit de deux points différents de la surface, et 
nous avons trouvé €, = és, il faut qu’on ait 7, 4s, done yr— ys = 
= ta ou k, —k, = £1, ce qui est en contradiction avec k, + k, = 
= 0 comme auparavant. Nous voyons qu’en effet la surface ne 
coupe pas elle-méme. 
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Ce 


EIS gS: 


Pour obtenir une forme quelconque du parallélogramme fon- 
damental on devrait étre a méme de choisir les fonctions pet yp 
de maniére que les coordonnées du troisičme point R prennent des 
valeurs prescrites 4 volonté. On peut cependant soumettre ces va- 
leurs A certaines restrictions. En effet, on peut toujours choisir les 
trois points de sorte qu’ils forment un triangle a angles aigus ou 
un triangle rectangle, ce dernier cas étant déja réalisé par les 
equations (7). Pour nous en rendre compte nous choisissons dans le 
réseau de points homologues deux points P,Q A distance minimale 
(fig. 3) et nous envisageons la bande du plan entre les deux droites 
perpendiculaires 4 PQ et passant par P resp. Q. Comme les points 
du réseau sont disposés sur des droites équidistantes et paralléles 
a la droite PQ et, sur chaque droite, en distances mutuelles égales 
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au segment PQ, il doit y avoir des points dans l’intérieur ou au 
bord de la bande. S’il n’y a pas de points du réseau dans J’intérieur, 
nous choisissons le troisiéme point R sur un des deux bords de la 
bande, a distance minimale de la droite PQ. II est clair que 
P,Q,R seront trois points fondamentaux et le réseau sera rectan- 
gulaire. Ce cas ne nous intéressant pas, nous supposons qu’il y a 
des points du réseau intérieurs a la bande. En choisissant un tel 
point R a distance minimale de la droite PQ nous obtenons évidem- 
ment de nouveau trois points fondamentaux. Mais, PQ étant la di- 
stance minimale de deux points quelconques du réseau, le point R 
ne peut étre intérieur a aucun des deux demi-cercles au rayon PQ 
ayant P resp. Q pour centre. Ce point sera donc, a plus forte raison, 
extérieur au cercle ayant PQ pour diamétre, et le triangle PQR 
n’aura que des angles aigus. 

Il nous reste a montrer qu’il est possible de choisir les fonctions 
gp et y de sorte que le point R aux coodonnées p., o, definies d’aprés 
(35) et les points P (0,0) et Q (0,27) forment un triangle a angles 
aigus donnés a volonté. Posons 


pg) = Ve + Asin2né, p (6 = Vf? Asin 2né, (44) 

les constantes a?, 6?, A étant soumises aux relations 
ot po GP (45a) 
GA a ee Aa i, (45b) 
On voit que les conditions (30) et (30a) sont remplies et que les 
fonctions p et yw admettent la période a si n est un nombre entier. 

Nous calculons 

2pp = 2nAcos2né, 2py = —2nA cos 2né, (46) 


“| ut 
2 roga: 2 2 2 . STVO Tare“ TIJE ENJE = 
p? + yp? = nžA? cos? ang ( a+ Asin 2né * jeni 
> n? A? cos? ang 5 (47) 
~ (a2 + Asin 2né) (62 — Asin 2né) 


On aura donc 
T 


TT 
neni ( gi pydéiat | (a2 — 2 + 2Asin 2nč) dé = 
0 0 
=an(l+a—p?) = 2. (48) 
En faisant varier a? de 0 A 1 on obtient toutes les valeurs de g, 
4 compatibles avec l’inégalité (36). 
A cause de (45b) on a 
- NP — ASP AsinInEet+A, - (49a) 
(0< P—A<#—Asinani<f+A (49b) 


et, par conséquent, 
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; X Z : n? A? cos? 2n& : 
03 = \ Va (a2 + A sin 2né) (8? — A sin 2né) + (GE + Asin 2nd) (f? — Asin žuč) dé 
0 
nA 2nA (50) 


a V (a2 + A) (8% + A) V(a2 + A) (22+ A) 


\ | cos 2né | dé = 
0 

Les valeurs a2, f?, A étant fixés, on pourra donc choisir n de sorte 
que o, devienne aussi grand qu'on veut. En diminuant A d’une 
maničre continue jusqu’a zéro, on aura pour po, la valeur finale 


TT 


\ 40? 62 dé = 2afa. (51) 

0 
D’aprés un théoréme connu, g,, étant une fonction continue de A, 
prendra toutes les valeurs comprises entre sa valeur initiale choisie 
a volonté et sa valeur finale (51). o, étant fixe avec a, f, les points 
correspondant a ces valeurs se trouvent sur une droite perpendi- 
culaire a la droite PQ. Pour le point correspondant a la valeur 
finale de 0, on a selon (51) et (48) 


Vo, (2% —o,) = V2n02- 2a (1 — a?) = 2naB = 05, (52) 


c. a. d. ce point se trouve sur le cercle au diamétre PQ. On obtient 
donc tous les points qui ne sont pas intérieurs a ce cercle, et, a 
plus forte raison, tous ceux qui ne sont pas intérieurs aux demi- 
cercles ayant P ou Q pour centre. En choisissant convenablement 
les valeurs a?, B?, A, n, on obtient ainsi toutes les formes désirées 
du triangle PQR. La forme du parallélogramme fondamental du 
tore obtenu en substituant les fonctions (44) dans (29) peut done 
étre choisi arbitrairement. 

La distance minimale du réseau de points homologues sera 
égale 4 27, c. a. d. a la circonférence du S, ambiant. 

Le-S, pouvant étre plongé dans un espace a quatre dimensions 
sphérique, hyperbolique ou euclidien, les tores considérés peuvent 
étre plongés dans ces espaces aussi. 

I] nous reste a discuter le probléme du plongement de tels 
tores dans un El, (espace elliptique a trois dimensions). 


Un tel espace peut étre obtenu a partir d'un S, en identifiant 
ses points diamétraux. En avancant le long du cercle ć = 0 a partir 
du point ć = 7 = 0, nous arrivons au point diamétral € = 0, =a 
qui lui est identique. Ce seront maintenant les deux points P,Q 
tandis que le troisičme point R peut avoir les coordonées € = “=a 
comme auparavant. Ici encore on peut montrer que ces trois points 
sont des points fondamentaux du réseau, le raisonnement étant 
analogue a celui exposé au cas du plongement dans un S,. Nous 
n’y insistons pas, mais nous allons montrer qu’on peut ‘obtenir 
toutes les formes du triangle PQR A angles aigus. En nous servant 
de nouveau des coordonnées 0, a nous obtenons donc P (0, 0), Q (0, 2), 


ta ad 
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R (0., 69) pour points fendamentaux, les valeurs 04, O, @tant déter- 
minćes d'apres (35). Comme la distance minimale PQ est maintenant 
égale a a, la relation (52) donne les points sur le demi-cercle ayant 
Q pour centre. Par un choix convenable de a2, £2, A, n on obtient 
donc tous les points de la bande qui ne sont pas intérieurs a ce 
demi-cercle. A plus forte raison on pourra obtenir tous les points 
qui ne sont intérieurs ni a Pun ni a l’autre demi-cercle et on aura 
ainsi tous les triangles A angles aigus. Dans un El, existent donc 
aussi des tores a parallélogramme fondamental de forme quelconque. 


SMJESTENJE EUKLIDSKIH TORUSA S OSNOVNIM 
PARALELOGRAMOM BILO KOJEG OBLIKA U SFERNOM 
ILI ELIPTIČKOM TRODIMENZIONALNOM PROSTORU 


Danilo Blanuša, Zagreb 


Sadržaj 


Jednadžbe (1) i nešto općenitije jednadžbe (5) određuju Clif- 
fordove plohe u trodimenzionalnom sfernom prostoru određenom 
sa (4) odnosno (8). Uvođenjem novih parametara ć, 7 prema (6) mogu 
se pisati u obliku (7). Na takvim plohama vrijedi euklidska metrika, 
i one su homeomorfne torusu. Temeljno područje u ravnini kao 
univerzalnoj plohi prekrivanja takvih ploha je pravokutnik sa stra- 
nicama a, b. Shvatimo li 7 varijablom, a veličine a, b, € parame- 
trima podvrgnutim uvjetima (28), jednadžbe (7) znače dvoparame- 
tarsku porodicu Cliffordovih paralela. Uvođenjem funkcijske veze 
između a i & nastaje jednoparametarska porodica takvih paralela, 
koja tvori plohu s euklidskom metrikom. Jednadžbe takve plohe 
imaju oblik (29) s uvjetom (30). Među tim plohama želimo naći 
takve, koje imaju povezanost torusa, a temeljno područje im je 
paralelogram bilo kojeg zadanog oblika. To se može postići postav- 
kom (44) s uvjetima (45a), (45b), kako je pokazano u tekstu. Dobi- 
vena ploha nema samoprodiranja. I onda, ako je smještajni prostor 
trodimenzionalni eliptički prostor, koji se dobiva iz sfernoga iden- 
tificiranjem dijametralnih točaka, moguće je naći plohe s istim tra- 
ženim svojstvima. 


(Primljeno 29. VII. 1953.) 
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SELECTION RULES FOR MESON DECAYS INTO TWO 
BOSONS IMPOSED BY THE CONSERVATION OF 
ANGULAR MOMENTUM AND PARITY 


Borivoj Jakšić, Zagreb 
Introduction 


In this paper we shall derive the complete list of selection 
Tules for decays into two bosons of any kind, imposed by the con- 
servation of angular momentum and parity. The existing calcula- 
tions(1), (7), (?), (4), ©) published in the last few years are not com- 
plete. Up to now, the most extensive considerations were performed 
by Michel(*) and Bonnevay(*). They have treated the case of two 
bosons of any spin of non-vanishing mass and the general case of 
two equivalent particles with mass zero. To derive the most ge- 
neral selection rules we shall be using Michel’s group-theoretical 
method(5) for both cases of vanishing and non-vanishing mass. This 
is the most suitable method for general considerations. On the con- 
trary, if we restrict our interest to the case of spin 0 and 1, the 
quickest method, and at the same time requiring the least know- 
ledge of mathematics is the method of constructing all possible 
wave functions of two bosons (see the subsequent paper by the 
author). 


1. Mathematical Description of Free Bosons of any Spin 


A boson of a definite spin S is described by a symmetrical 
traceless tensor(®) Vu... ug 


A 5 Tec NN AAG LEO E Wits... us =0 (1) 


which satisfies de Broglie's differential equation and a supplemen- 
tary condition restricting the number of independent components. 
To show that such a field represents a particle with the spin S, 
we have to consider a plane-wave solution. In this case, if the mass 
M =£0, the supplementary condition permits us to eliminate all 
components Vu ...uswith at least one index u = 4. In this way, this 
condition reduces the problem to the 3-dimensional part of Wu... us 


ey = s : : ° 0) 
Choi sne KE, ee auhiciod draoi Svete so Byes ensie? , 
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If M = 0, the theory is invariant under gauge transformation 
which permits us to write in any fixed Lorentz-frame of reference 


Wu...ug 9» if at least one index u = 4. After such a reduction 
to a 3-dimensional tensor (2), the supplementary condition requires 
Cites 1S k= 0 (2) 


In the first case we have 2S + 1 and in the second only 2 
linearly independent components. 

a) Case M+0 

The 3-dimensional symmetrical traceless tensor €;..,ig is an 
irreducible tensor, i. e. it cannot be reduced into a set of simpler 
tensors. The reduction of such a tensor is actually impossible, since 
it can be performed only by use of £ix: and dix. Every irreducible 
tensor can ultimately be written as a symmetrical traceless tensor. 
On the other hand, the 21 + 1 spherical harmonics Yin, which are 
the irreducible representation D; of the rotation group, are homo- 
geneous polynomials of order lI, i. e. tensors of rank l. Therefore 
our tensor will transform according to Ds, i. e. the theory will 
represent a particle of spin S. 

We shall now consider our 2S + 1, linearly independent ten- 
sors. The complex eigenvectors of the rotation operator about the 
vector k we shall denote by 

ies QO) cog ml 


h...ig iy. 


= . is ere IS 
the labels denoting the eigenvalues. These quantities transform 
like the spherical harmonics Ys,:,,, if the z-axis is brought in the 
direction of k. Since they all belong to different eigenvalues, they 
are orthogonal, so that the normalized tensors e“) will satisfy: 

()* A) wx 

"stig tri By (4) 
where 4 represents any one of the labels of the tensors (3). They 
form a complete set in terms of which any symmetrical traceless 
tensor of rank S can be developed. Instead of the complex ten- 
sors (3) we can introduce real tensors by the following definition. 


=e+m O<m<s (3) 
Ty. -Ig 


(+ m) 1 (m, 1) we (me2y 
e ee + , 
Ort prave) 6) 
These real tensors 
Gos (m, a) a 
s ij CA (6) 


form also a complete set and, as it follows from (3), (4), (5), they are 
orthonormalized as follows 

Q) opa 

"I. eats %, Kasa Ša (7) 
where A represents any one of the labels of the tensors (6). 

As a result we have 2S +1 linearly independent plane-wave 
solutions with the spin along k equal to + m, m = 0,1,...S, since 
there is no orbital angular momentum ‘about k for a plane wave. 

We are not going to discuss in detail the connection between 
the spherical harmonics and our tensors. These tensors can be 


=a... p 
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explicitely constructed, if we bring the z-axis in the direction of k 
and compare them with the construction of the spherical harmo- 
nics. We shall only mention the case we are going to use in the 
following subsection. A symmetrical traceless tensor, with all its 
components e, bads= 0, transforms like a linear combination of 
Ysas» So that we have only u Ne 
comparison with the explicite construction of Ys, which transform 
like homogeneous polynomials of order S. The Ys,+s transforms 
like (x + iy)‘, i. e. just like our tensor which, inserted in the other 
expressions transforming like Ys+m (m= S), gives identically 
zero. 

b) Case M=0 

Owing to (2) we have only 2 independent solutions. Under 
rotations about k, the supplementary condition (2’) defines a two- 
dimensional invariant subspace in the whole space of our tensors. 
If the z-axis is along k, our tensor has the form of the tensor 
considered at the end of the last subsection, so that we shall have 
only 


This follows from the 


1. 


ets) ree te tie?) ) (8) 
l1...is (2 e+. tg yee e ts 


For M = 0 the spin along k can only take the values +S. 


2. Method of Calculation 


We consider a state of two free bosons in the centre-of-mass 
system 
|km,—km,> (9) 
where m,,, is the spin along k and —k respectively. They form 
a complete set of states for two non-interacting particles in the 
centre-of-mass system. On the other hand, we want to know the 
values of angular momentum J and parity 7 for which a state of 
two bosons cannot exist. These values of J,7 represent selection 
rules for two-boson decays, as an initial system with certain values 
of J,7 can decay only into a state with the same values J,7, be- 
cause of the conservation laws of angular momentum and parity. 
So we have to consider states of two bosons of definite J and 7 


[Ju > (10) 

These states form also a complete set for two non-interacting bo- 

sons in the centre-of-mass system. There are now two ways of 

calculating selection rules. The first is to analyse (9) in terms of 
(10). The coefficients in the expansion are 

<Jnlkm.—km>=<km,—km|/q>* (11) 

and it follows that states |J 19), with those values of J,y which 

are not contained in (9), cannot exist. So it is only necessary to 

find out the pairs J, 7, not contained in (9). This can be done by 

using Michel’s group-theoretical method, which will be used here. 
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The second method is to construct explicitely (km,,—km, BE 
and this is easy for lower spins (0 and 1). This method will be 
shown in the subsequent paper. 
To perform the J, 7-analysis of (9) we have to analyse it in 
the x-representation (x = x, — x, the relative coordinates) 
< X, ii Sala is, Ji oe ‘Js, | k mi> —k m2 => = ie 45 na e' k-x (12) 
We shall apply on this state all operators which leave k invariant 
or change its sign. These are R (o) the rotation operator about k, 
I the inversion operator and Q the rotation operator about an axis 
perpendicular to k through 180°, 
QOR(P)=Rp)Q, [R(*) D=[(Q.1=0, P=Q0=1 (13) 
The representation of this group is well known from the 
theory of molecules. There are only one-dimensional 7#,% and two- 
dimensional "9 (m > 0) irreducible representations. The indices 
n= +1, &= +1 represent the eigenvalues of I and Q, respectively. 
The irreducible representation of the group of all rotations D; (9 = 
=e (EI) ,e= +1) is reducible under the subgroup (13) as follows 


J 
D="9%+2> 19m, T=€(—1Y, &=(—1) (14) 
m=1 
This reduction is evident since, if the z-axis is along k, %, is given 
by Yj, and %m» by YjJ,+m-. The introduction of the complex ten- 
sors e(t™, eO in 1. represents just the same thing (e(t™ repre- 
senting Jm and e representing 9). If the tensor € i,.,.i, satisfies 
(2), it represents only #5 as it follows from the section 1b). This 
is the consequence of the fact that a zero-mass particle can have 
m= +S only. 

Finally, we can mention that e*:* transforms under (13) as 
the sum of 49,/ (A = (—1)!) for all 1, i. e. as TH+ +—3,-. 

Now we can analyse (12). This quantity transforms according 
to the product of corresponding representations of e(m), e(m), eikx, 
Consequently we must know how a product can be decomposed 
into irreducible representations. This is well known and it can be 
found in Michel’paper. It reads as follows 


MG X N95 = WG bibs 
My’ SE aD = AMS 
| are (15) 
n Dii a Oe = aD Oe: Sg + N,N2 9 | m — my | mi == m2 
ee a TaD = J, a F 11:9, + se M994 — 
: 3. Application 
We have to make distinction between two distinguishable and 


two indistiguishable particles. The state in the second case must 


a dra in both particles. We shall consider the first case 
irst. ; 


te 
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a) Distinguishable Particles 


A M,=-E0, M,=£0 

This case is already answered completely by Michel and 
others. We shall consider it here only to make the discussion com- 
plete. Our state (12) will transform under (13) according to 


Di: X DE X “oy (16) 
Inserting (14) for D; and using (15) we obtain 
79,» SE Id? + SS 19 for Sr=0, Sz =0 
ni 
< 719, Mo 4 >", for Sr =0, Sx=0 (17) 
199) for Sj; =S2,=0 


n=AN 2, A=(—1) =+1 
The selection rules follow immediately from (17) by means of (14) 


S;=0, S+0:J=0, 9=—(—1) 1 12. =— & & forbidden (18) 

S, = S2=0:4=—(—1)! (18b) 

B) M, = 0, M,=-0 

This case has not been considered for higher spins. We shall 
give here the generalization to any spin. We follow the same line 
as before, so that we have to perform the reduction of the product 


3 


pi XD x "Sa £, appears only for S, = 0 (19) 
The result is as follows (y being 17, 172) 
en eee 
di his pla tal for S, > S, +0 
m=1 
S,+5, 
Ae for S2 << Si =E 0 
Bare tte (20) 
79) + 3 "8, for $= 0, S;=0 
mak 
19, for S=S =0 
Selection rules: 
So <5; = On: << Si — So E forbidden (21a) 
S,;=0, S90: sj Og, = eB) “1 N2 2» (21b) 
S=0,8%=0 qn=——Dnm 2? (21c) 


It is obvious that (21b, c) are identical with (18a, b) since in 
the case of a spinless particle there is no difference between M + 0 
‘and M = 0. 

vy) M, = 0, M, = 0. 

This case has not yet been considered. The reduction has to be 
performed on the product 


A a dk 
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1915 s+ 795 45, for S; == Sy, S; or So =F0 : 
19, X 795 X By. =] 79) +79 + 79,5. for Sy = S_ = 0 (22) 
79.) for Sr =S2=0 : 
Selection rules: 
S, + Sy, Sor +0: J<|S—S2| = forbidden (23a) 
S=S=0: n=—(—-1!’ mm >» (23b) 


(23b) appears again for the reason mentioned before. 


b) Indistinguishable (Identical) Particles 

In this case the wave function must be symmetrical and this 
restriction will bring about new selection rules. For that reason 
we must slightly extend our notations. The x-dependence is given 
by 29, and for the exchange of two particles, i. e. for x > —x, we 
get the: factor 2 = (—1)/, as it is well known. We shall denote this 
by #9, (A). The representation in the product spin-space of both 
particles must also be either symmetric or antisymmetric. The 
reduction of a product can be done easily, if one constructs expli- 
citely the product spin-space. We just note the result 


9 (1) X Ty’ (2) = a Se 
19, (1) X 78, (2) = FA, (+) + TOE (4) + THT (-) 


"9° (X 74, 2) + 74, (1) X HE (2)—= +48, (+) +79.) (24) 
791, (1) X79, (2) + 79, (1) X 7, (2) = Te mlb) + "Sam (— —). 1] 
i. ae FS sap ml CE) + ee mlika == 


We are now able to perform the calculation. We shall deal 
first with the problem M, = M, = 0, which is more interesting. : 

a) M,=M,=0 s 

This kaša was completely solved in a recent paper by ek : 
and eres We shall only outline the results. . 


95(0 X 79 (2) x mi (A) = "8,5 (A) +39 (A) + B® eek 
S&+0. _ 


{1:the titana pez titana vao and in the 
Stone if we require only sy i action | 
ing selection rules 
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Ds, (1) X VE (2) X* 9) (A) (27) 


The reduction can be performed easily by means of (14), (24), 
(15) and we get as follows 


| dg Mask Sa = 

o (A+ %(—)+ S °O (A+ SF *9,>AW)for SO 
m=] m=1 (28) 
| 9). (A) for S=0 

There are no selection rules for higher spins. The only one is 

for S = 0 and this one is known from before), being identical with 
(26b) for M = 0 
: J odd A 
=0: Des shazi j forbidden (29) 


In this way we have exhausted all possibilities and therefore 
have found the complete set of selection rules for decays into two 
bosons of any kind. In the following two tables we list tle selection 
rules. 

Table I. Distinguishable Bosons 


| Si | M, Ss | M. | Forbidden for 

0 “|. 0 JA =—(—1 nun 

+0 RR RJ o (O STO o MEA 
| 0 he +0 = 0 J=0, n= —(—2)1 % | 
| +0 0 JA 0 J =| Si =| | 


Table II. Indistinguishable (Identical) Bosons 


S | M | Forbidden for 
| J odd 
0 /. J even, n=—1 
J oda < 28 
pes ee S J odd >2S,7=—1 


These selection rules are valid apart from the nature of the par- 
ticles involved, e. g. they can be used for nuclei. 
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IZBORNA PRAVILA ZA MEZONSKE RASPADE U DVA BOZONA 
USLIJED ZAKONA O SAČUVANJU IMPULSA VRTNJE I PARNOSTI 


Borivoj Jakšić, Zagreb 
Sadržaj 


Izvedena je kompletna lista izbornih pravila za raspad u dva 
bozona (čestice sa cjelobrojnim spinom) bilo koje vrste. U 1. po- 
glavlju prikazano je kako se u teoriji polja opisuju bozoni sime- 

; tričnim tenzorom (1). Ravni val u takvoj teoriji dan je sa (2) za 
= : M &0, kojih ima 2S + 1 i (2) za M = 0, kojih ima 2 linearno ovi- 
ka sna. Vlastiti vektori operatora rotacije oko k dani su sa (3) i trans- 
formiraju se kao kugline funkcije Y sm. Oni zadovoljavaju (4), a 
iz (5), (6) slijedi (7) za nove tenzore. U slučaju M = 0 imamo svega 
| Sad 2 linearno neovisna rješenja (8), jer čestice sa M = 0 mogu imati 
a KJE spin orijentiran jedino u smjeru k ili —k. 
e Metoda računanja prikazana je u 2. poglavlju. Stanje 2 slo- 
bodna bozona u sistemu težišta (9) analizirano je s obzirom na 
< impuls vrtnje J i parnost 7. One vrijednosti J, 7, koje se kod toga 
wae ne pojavljuju, predstavljaju stanje, u kojima se dva slobodna bo- 
= ba zona ne mogu nalaziti. Prema tome, početno stanje s tim vrijed- | 
; nostima J,7 ne može se raspasti u dva takova bozona, jer zakon 
o očuvanju impulsa vrtnje i parnosti zahtijeva da i konačno stanje — 
PE ima isti J,7. U x-reprezentaciji stanje (9) je dano sa (12). Analizu | 
aa vršimo primjenom na (12) svih operatora, koji ostavljaju k invari- 
nosu _.jantnim ili mu mijenjaju predznak. To su R(q) operator rotacije 
oko k, I operator inverzije i Q operator rotacije za 180% oko osi 4 
okomite na k, koji zadovoljavaju (13). Ireducibilne reprezentacije | 
na agit. grupe su poznate iz teorije molekula i to uime a E 
4945 i dvodimenzionalne "9py(m >> 0). Indeksi 7 = +1, f= +1: su | 
Maki aa SIE nit vrijednosti od I odnosno Q. Be 
f  Ireducibilna_ reprezentacija grupe rotacija D5 reducira se ee 
=} (13) prema (14), a produkt reprezentacija se reducira prema (15). 
Ravni val eik:*se transformira kao suma: od 19, (A = (—1)). Metoda 
se sad sastoji u tom, da se. reducira nth u Pogana Be 
sje u = 


-d 
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SUR LES SOUS-ESPACES LINEAIRES, SINGULIERS 
PAR RAPPORT A UN ENSEBLE COMPACT 


Sibe Mardešić, Zagreb 


Soit E un ensemble non vide et compact de l’espace Euclidien 
V" a n dimensions, n > 1. Nous dirons qu’un sous-espace V” C Vr, 
0<m<7n,!) a m dimensions est singulier par rapport a E (relati- 
vement a V”), si pour toute variété linéaire’) 


(1) L=c+v%c<v", 
paralléle a V”, la relation 

(2) L () E=0 - entraine 
(3) dim lin (L () £).= m 2?) 


Dans le cas particulier des sous-espaces de dimension 1, c. ad. 
des droites passant par l’origine 0, la notion de singularité se réduit 
a celle examinée par W. Sierpinski [1] et S. Straszewicz [2]. 

Le but de cette note est de démontrer le théoréme suivant: 


Théoréme. L’ensemble de tous les sous-espaces V™ C vr, 
0<m<n, singuliers par rapport d un ensemble compact E C Vr 
est au plus dénombrable. 

M. W. Sierpinski [1] a démontré le théoréme dans le cas par- 
ticulier n = 2, soulevant en méme temps la question de sa validité 
pour m = 1, n= 3. M. S. Straszewicz [2] donna la réponse affirma- 
tive a cette question, en remarquant que ses arguments peuvent 
s’étendre sans difficultés au cas plus général m = 1, n quelconque.*) 
Notre théoréme peut donc étre considéré comme une extension 


ultérieure de ces résultats. 
Nous prouvons d’abord le lemme suivant, contenant la partie 


la plus plausible du théoréme: 


1 Nous nous servons de la terminologie et des notations employées 
dans la théorie des espaces vectoriels. Un sous-espace (linéaire) V est 
done un hyperplan passant par l’origine 0, tandis qu’une variété linéaire 
est un hyperplan quelconque. c+V™ est l’ensemble des vecteurs ayant 
la forme ctv, v S V™. 

2 La dimension linéaire d’un ensemble S (symboliquement dim lin S) 
est le plus petit nombre k, tel qu’il existe k+1 points ac, a1,...,4% E S 
pour lesquels les vecteurs ai—do, ..., @;—Qo sont lineéairement indé- 


- pendants. : 
3 L’auteur de cette note a obtenu le théoréme du texte avant de 


connaitre les résultats de M. S. Straszewicz. 
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Lemme 1. L'ensemble de tous les espaces V"—! C V" singu- 
liers par rapport a E est au plus dénombrable. 

Soit V"-1 C V" un sous-espace singulier par rapport a E. Vu 
que l’ensemble E est compact, il existe une variété d'appui L paral- 
léle A V"—1, c. A d. une variété de la forme 


(4) L=c+vr, 


telle que la condition (2) soit satisfaite et que l'ensemble E soit 
situé tout entier dans un des demi-espaces (fermés) déterminés par 
L. En désignant par H (S) la fermeture convexe*) de l’ensemble S, 
la relation suivante a lieu (v. par exemple S. Straszewicz [1]) 


(5) LAHNE = Hwy). 
V"—1 étant singulier, (5) entraine 
(6) dim lin LMH(E) = dim lin H(L() E) = 


dim lin LANE) = n—1. 


De cette facon, a tout sous-espace V”—! singulier correspond, d’une 
maniére biunivoque, une variété d'appui (4) de ensemble compact 
et convexe H(E), satisfaisant a la relation (6). Il suffit donc de 
prouver que l’ensemble de telles variétés, pour un ensemble H 
compact et convexe, peut étre au plus dénombrable. 


Le cas ot H ne contient pas de points intérieurs est trivial. 
Dans Vautre cas, désignons par G(L()\ H) lensemble de tous les 
points interieurs (par rapport a L) de l’ensemble convexe L () H. 
Les ensembles G(L () H) appartenant a deux varietes L differentes 
sont nécessairement disjoints. En effet, si L, = L,, G(L,  H) CH 
est contenu entičrement dans un des demi-espaces ouverts, déter- 
minés par L,. Par conséquent G(L, () H) et G(L,  H) C L, sont 
disjoints. En joignant par des segments ouverts tous les points de 
G (L () H) avec un point fixe intérieur a H, on obtient un ensemble 
ouvert de l’espace V” a n dimensions. Les ensembles ainsi obtenus, 
appartenant a deux variétés différentes, sont évidemment disjoints. 
Comme une famille de tels ensembles est au plus dénombrable, 
la famille considerée des variétés d'appui l’est aussi, ce qui dé- 
montre le lemme. 

La démonstration du théoréme sera basée sur le lemme pré- 
cédent et sur deux autres lemmes simples (dont le prémier pre- 
sente peut-étre quelque intérét en lui-méme). 

Lemme 2. Soit E un compact de Vespace V", et soit A une 
transformation linéaire quelconque de Vespace V" dans lui-méme. 
A transforme V" en un sous-espace V'™ C Vu, tandis que Vimage 
E CV" de E est aussi un compact. Tout sous-espace V™ C vr, 
sngulier par rapport a E, se transforme en un sous-espace Vu = 
=A(V") CV™, m’<m, singulier cette fois par rapport a E. 


“ La fermeture convexe H(S) d'un ensemble S est le plus petit 
ensemble convexe contenant S; elle existe toujours et s'obtient comme 
intersection de tous les ensembles convexes qui contiennent S. S 
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Soit en effet L’ C V'" une variété linéaire parallčle a V'"" et 
telle que 


(7) lear £0. 
Nous allons montrer qu’on a nécessairement 
(8) dim lin (L’) E’) = dimV” =m’. 


A cause de (7) il existe un point a’ <— L’ ME, et par consé- 
quent au moins un point a S E, tel que A(a) = a’. Considérons 
la variété 


(9) djeecen Lieats VP, 

qui satisfait evidemment aux relations 

(10) A), 57 L (YEE 0% 

V" étant par hypothese singulier par rapport a E, les relations (9) 
et (10) entrainent (3). Il existe donc m + 1 points a), a,,...,@m E 
E LIVE, tels que les m vecteurs a,—a,,...,dm—a, S V™ soient 


linéairement indépendants, et pour cette raison forment une base 
de lespace V” a m dimensions. Désignons les points A (aj) par 
aj, i=01,...,m. A étant iinéaire, tout vecteur de V"“ est une 
combinaison linéaire des vecteurs a,’-a,’,..., dm’ -a, EV" Il 
est done possible de choisir mi < m de ces vecteurs, de maniére 
qu'ils forment une base pour V’” et soient par conséquent linéaire- 
ment indépendants. 


D’autre part nous avons 
aj = A(ai) € A(L ME) C A(L) NAG) =L NE, de sorte que 
la dim lin (L’ (1E) doit satisfaire a la relation 


(11) dim lin (L ME) Em. 
Puisque, évidemment 
(12) dim lin (LME)<m 


(L’ étant de dimension m’), on obtient enfin la relation cherchée (8). 


Lemme 3. Soit VI C V" un sous-espace de V" et E l'ensemble 
compact a 
(13) f= Deak, 
= V" étant choisi de maniére que E() V'=-0. Tout sous-espace 
V= C Vl, singulier par rapport a E dans V®, est en meme temps 
singulier par rapport a E dans Vl. 
Si cela n'ćtait pas vrai, on pourrait trouver une variété 


(14) ime PV eV 
telle que 
EerEeEo;dimlin (4 (pt) <= m . 
La variété 
(16j>-.— L=L—b=(c—b) +V" 
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satisferait alors a la condition = 


(17) LA) +b=LNE, 
et par consequent aux relations 
(18) LOE+0, 


dim lin (LQ E)= dimlin (L ™ £E)<m, 
en contradiction avec la singularité de V”. 


Demonstration du théoréme. La démonstration va 

procéder par induction par rapport au nombre n. Pour n= 1 le 

théoréme est évident, car V! ne contient que deux sous-espaces, a 

re: savoir 0 et V1. Supposons le théoréme démontré pour tous les nom- 
SE bres naturels inférieurs a n. Afin de démontrer le théoréme pour | 

AS le nombre n, il suffit, grace au lemme 1, de prouver que l’ensemble 

ge. e .des sous-espaces singuliers, dont la dimension ne dépasse pas n—2, 


est au plus dénombrable. 


Dans ce but, considérons une transformation linéaire et dege- 
nérée A de rang n—1, qui transforme lespace V” en un sous- 
espace V”—1 de dimension n—1. Selon le lemme 2, tous les sous- — 
espaces V" C V", m <n—1, singuliers par rapport a E, se trans- | 
forment en sous-espaćes vin’ Cc vr i =n, binguliers par rap- | 

2 port a E = A(E), dont le nombre ne dépasse pas §&,, par Vhypo- 
. = these d’induction. Comme A-!(V'")5) est un sous-espace de V” de _ 
ee dimension m’+1<m+1<n (le rang de A ćtant We, nous > 
pote avons atteint le résultat suivant: Tous les sous-espaces V”™, m< 
$: <_n—1, singuliers par rapport a E, sont contenus dans Punion | 
de tout au plus &, sous-espaces V! C V", 1<n de dimension infć-. 
o rieure.a n. mbe: 1 


Pi 


1 x 


Pour achever la aéhonerration: il suffit done de prouver qu'un ~ 
> sous-espace V’ C V", 1<n, contient tout au plus N, sous-espaces | 
_Vv™ singuliers par rapport a E. A ce but considérons Vensemble | 
i Eg =b FE, b ćtant choisi de telle maničre que E (1V/+0. Suivant | 
le lemme 3, les V" C V! singuliers par rapport A E sont compris | 
2.4 satin les sous-espaces de V’, singuliers par rapport A E, et dont le 
as: nombre, par Koja prem d’ šeik ne oo pas Ro parce a 
ey atte 
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O LINEARNIM PODPROSTORIMA KOJI SU SINGULARNI 
S OBZIROM NA NEKI KOMPAKTNI SKUP 


Sibe Mardešić, Zagreb 
Sadržaj 


Neka je u n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru V”,n > 1, 
zadan neprazni kompaktni skup E. Za m-dimenzionalni linearni 
podprostor V" C V"1) ćemo reći da je singularan s obzirom na E, 
ako za svaku linearnu mnogostrukost (1), paralelnu sa V™, relacija 
(2) ima za posljedicu (3).?) 

Cilj je ovog članka da se dokaže slijedeći teorem o singular- 
nim podprostorima: 

Teorem. Skup svih podprostora V™ C V® koji su singularni 
s obzirom na neki kompaktni skup E C V® najviše je prebrojiv. 

U radu [1] W. Sierpinski je dokazao taj teorem za specijalni 
slučaj n = 2, postavljajući istodobno i pitanje o valjanosti teorema 
u slučaju m = 1, n =3. U radu [2] S. Straszewicz je dao potvrdni 
odgovor na to pitanje i primijetio da se njegovi dokazi dadu pre- 
nijeti i na općenitiji slučaj m = 1, n bilo kakav.) Naš teorem može 
se stoga smatrati daljnjim poopćenjem ovih rezultata. 

Najprije se dokazuje slijedeća lema: 

Lema. Skup svih podprostora V'-1 C Vr, koji su singularni 
obzirom na neki kompaktni skup E C V® najviše je prebrojiv. 

Zatim se provodi dokaz teorema, indukcijom po broju n, osla- 
njajući se na iznesenu lemu i na slijedeću jednostavnu primjedbu 
(lema 2.): 

Neka je E kompaktan skup iz n-dimenzionalnog Euklidskog 
prostora V", a A neka linearna transformacija prostora V" u sama 
sebe; tada je i skup A (E) C A(V”) = V™ kompaktan, a svaki pod- 
prostor V™ C V" koji je singularan s obzirom na E, prelazi u pod- 
prostor A(V”) =V™ CV”™, singularan s obzirom na A (E). 


(Primljeno 4. XII. 1953.) 


1 Služimo se terminologijom i oznakama iz teorije vektorskih pro- 
stora; linearni podprostor je hiperravnina koja prolazi ishodištem, dok 
je linearna mnogostrukost bilo koja hiperravnina. 

* Linearna dimenzija skupa S (simbolički dim lin S) je najveći od 
cijelih brojeva k, sa svojstvom da postoji k+1 točka a9, ..., ax S S, tako 
da vektori a1—ao, .., @;—ao budu linearno nezavisni. 

3 Autor članka nije poznavao rezultat S. Straszewicza kada je izveo 


gornji teorem. 
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LE PLAN ELLIPTIQUE PLONGE ISOMETRIQUEMENT 
DANS UN ESPACE A QUATRE DIMENSIONS AYANT 
UNE COURBURE CONSTANTE 


Danilo Blanuša, Zagreb 


1. Introduction 


Nous avons montre anterieurement (v. [2] et, avec plus de 
details, [3]) que le plan elliptique (nous le désignerons par El,) 
peut étre plongé isométriquement et sans singularités dans un R; 
(espace euclidien a cinq dimensions). Les formules étaient les 
suivantes: 


x= 5 sin?u sin 2v. so = sin?ucos2v, (la, b) 
Pie : Koje 
x3 = —sin2usinv, x4 => sin 2u cose, (1c, d) 
15 = —— (1+ 3cos2u)’. (le) 
4 3 
1/r2 est la courbure de cette surface, x,,... ,x, sont des coordon- 


nées rectangulaires dans le R, et u, v des paramétres servant de 
coordonnées sur la surface. 
On voit facilement qu’on a 
2 
T 


Kaba? + x9? + ETE + x2 = 3°’ (2) 


c. A. d. la surface se trouve sur un S, (espace sphérique a 4 dimen- 
sions) au rayon 7//3 . 

Nous nous proposons de montrer qu’il est possible de trouver 
une immersion isométrique de la méme surface dans un S, ayant 
un rayon quelconque o > 1/ \3> et aussi dans un El, (espace ellip- 
tique a 4 dimensions). De plus, ce rayon peut devenir infini, c. a. d. 
l’immersion est possible dans un R, (espace euclidien a 4 dimen- 
sions) et, finalement, on pourra choisir un rayon imaginaire, c. a. d. 
l’espace ambiant aura une courbure constante négative et sa mé- 
trique sera la métrique hyperbolique. Nous désignons un tel espace 
a 4 dimensions par H,. 

2. Immersion du El, dans un S, 
Choisissons un S, ayant l’équation 
dr ag ae bak = 0 (3) 


e> E (3a) 
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et projetons la surface (la—e) sur ce nouveau S, parallelement - 
A axe x,. Les coordonnées x,,...,7, d'un point quelconque de | 
la surface resteront les mémes, tandis que le nouveau z;, en vertu 

de (3) et (la—d), devient 


or S i Se on 

x5 =\ 0? — (12-22 + x9? + 242) =\e- “(1 + 8 cos? u) sin? u = 
rog Vesta sem zw, (4) 
4\3 


ou .nous avons pose 


eek E 1 (5) 


ce qui entraine 
2 >0 : (5a) 
en. 1 vertu de (3a). En prenant la racine carrée avec le signe positif, 
. nous avons choisi une des deux projections possibles. 
> Sa . : II va sans dire que la surface obtenue n’a-plus la métrique 
désirée 
di = 1? (du? + sin? u de?) os (6) 
ke 5: 3 
qu'on obtient en formant la somme Sx a Paide des équations 
, : = esi : 
(la—e). Or, les lignes u = const. sont paralléles a Vespace (x,,..., 4), 
car x; ne dépend pas de v. Projetées sur le S, (3), ces lignes ont — 
done conservé leur vraie longueur. Au Sone par le procédé | 


~~. de projection les lignes v = const. se sont raccourcies d’une certaine | 
"RA wae -maniére. Le reseait’ des lignes u = const. et v = const. est ortho- 


a espace sur Tequay Robs SR la surface, ceite  orihogona 
3 est Sica te dans 2 PNE. ; 
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Dans ces équations f (u) et g (u) sont des fonctions que nous choisi- 
rons convenablement. 
Pour obtenir la forme métrique de la Sagi donnée par les 


€quations (7a—e) nous formons la somme S dx;*. Par un calcul 
i=] 


un peu long, mais simple, on parvient a l’expression 


a {[ 44(1+ 3 cos? 2u) + (1+ 30s 2u)? 
ls? = daš = r? 
= x | 164+ (1+ 3 cos 2 u)? La 


eh 


i - 9 9 + 9 ty ? 92 
+ F sin-u(f “sin*u + 4 g* cos? »| du* + 


+ sin? u (f sin? u + 2 g’ cos? u) du dv + sin? u au 3 (8) 
La forme métrique désirée étant (6), il faut assujettir les fonctions 


f (u) et g(u) aux équations 


4A (1 + 8cos?2u) + (1 + 3 cos 2u)? 
164 + (1+ 3 cos 2 u)? 


+4 cos?u)=1, (9) 
f sint?u+ 2g’ cos*u=0. (10) 


De l’équation (9) on obtient 


4+ sišu (f2sinču + 


1922 cos? u 
164+ (1+ 8cos2u)? * 


f2sinžu+4g2cos?u = (11) 
En résolvant les équations (10) et (11) par rapport a f' (u) et 
g (u) on voit que les fonctions f (u) et g (u) sont données par les 
integrales elliptiques 
cos? u du 


=— 83/4 ; 
7) j sinuy 164+ (1+ 3 cos 2u)? ee 


sin u du 


«V¥164A+ (1+ 3 cos2u)? 


g(u)=4V34 (13) 


More SIE 


les signes des racines carrćes étant choisis d'une des deux ma- 
ničres possibles. Compte tenu de (5a) on voit que la fonction a 
intégrer dans (13) est continue pour toute valeur de u, tandis que 
celle dans (12) n’est discontinue que pour sin u=0. Les limites 
inférieures des intégrales sont arbitraires, mais nous les avons 
déterminées de sorte qu’on ait 


ORE ii oe 


L'integrale (12) étant divergente pour u = 0, la valeur absolue de 
u est prise pour limite supérieure, afin que la fonction j (u) soit 
définie aussi pour des valeurs négatives de u. On aura ainsi 
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f(—u) =f lu), (14b) 
donc 
f(—w=—f'(u), (14c) 


et les équations (10) et (11) seront satisfaites non seulement pour 
des valeurs positives de u mais aussi pour des valeurs négatives. 
Cela étant, il faut avoir soin de conserver la connexion topo- 
logique de la surface et de s'assurer de ce qu'il m’y a pas de sin- 
gularités sur elle. 
On obtient tous les points de la surface (la—e) en se bornant 
aux valeurs de u,v satisfaisant les inégalités 


TE TU TE TT 
e ska? (15a, b) 


Nous conservons ces inégalités pour la surface donnée par (7a—e), 
(12), (13) et nous examinons sa connexion topologique. 

D'abord, A cause de la divergence de l'integrale (12) pour 
u = 0, les formules (7a, b) sont en défaut pour cette valeur de u. 
Nous définissons donc 


xy=x% =O peur u=0. (16) 


Ainsi la continuité de la surface au point u=0 est assurée, car 
on a évidemment, d'apres (7a, b), 
m X1 ene xo =0. (17) 

Les inégalités (15a, b) déterminent un cercle dans le plan, u 
et v étant considérés comme coordonnées polaires (u soit le rayon 
et v l’angle). La surface du cercle nous servant de modéle pour 
notre surface, on voit sans peine que les points diamétraux de la 
circonférence sont identifiés. En effet, pour un v quelconque, les 
deux valeurs u = 2/2 et u = —n/2 donnent les mémes 2j,...,2;, 
ce qui s'ensuit immediatement du fait que les fonctions sin? u, 
cos 2u et f(u) sont des fonctions paires et que sin 2u = 0 pour les 
deux valeurs 1/2 et —a/2 de u. La surface du cercle est donc rac- 
cordée avec elle-méme le long de la circonférence. 

De plus, la surface du cercle est raccordée avec elle-méme le 
long des rayons v = 2/2 et v = —a/2 car, une valeur u, de u étant 
donnée, les points u=4, v= —n/2 et u=—u,, v = 2/2 sont 
identiques. En effet, f(u) et g(u) étant des fonctions paires, on 
obtient les mémes valeurs de x,,...,7;. Dans les équations (7c, d) 
tous les deux facteurs variables changent de signe quand on passe 
d’une paire de valeurs de u,v a l’autre, tandis que dans les autres 
équations rien ne change. Ainsi la connexion topologique du plan 
elliptique est établie. 

La surface n’a pas d’intersections avec elle-méme. Supposons, 
au contraire, qu'il y ait deux paires de valeurs (u,,v,) et (u,,v.) 
différentes satisfaisant les inégalités (15a, b) et donnant les mémes 
valeurs x,,...,2,;. En vertu de (7a,b) on a 


ći 
x4? ++ xp? = a sintu. 18) 
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Vu Vinégalité (15a) il s'ensuit 


uy = + uy (19a) 
ou 

ui = — us. (19b) 
Pour u, =u, =0 on obtient le seul point de la surface ot v est 


indéterminé. Nous pouvons donc supposer u, = 0. Dans le cas (19a) 
on devrait avoir 


Vj =v +2kz (k entier) (20) 


pour obtenir les mémes x,,x,. Mais l’inégalité (15b) entraine k = 0 
et les deux paires de valeurs (u,v) sont identiques. Au cas (19b) 
on aurait de méme 


v,=v+(2k+1)2 (k entier) (21) 


ce qui contredit Vinégalité (15b). 
Le cas 


uy = — wy = (22) 


ou ce raisonnement serait en défaut a cause de sin2u=0 [v. 
7c, d)], est en contradiction avec l’inégalité (15a). Ii n’y a donc pas 
d’intersections de la surface avec elle-méme. 

Pour examiner la régularité de la surface il est rappelé qu’on 
appelle point ordinaire un point (u, v) de la surface ou les fonctions 
X,,--.,X; de u,v admettent des dérivées partielles continues du 
1 ordre, le rang de la matrice de ces dérivées étant égal a 2. 
Comme le produit de cette matrice [ax], au =02;/0u, a9; = 0x;/0v 
(ij =1,...,5) avec sa transposée est la matrice des coefficients de 
la forme métrique, et comme la somme des carrés des déterminants 
du 2° ordre de la matrice des dérivées est égale au déterminant 
de la matrice de la forme métrique, le rang sera 2, si la forme 
métrique n’est pas dégénérée en ce point. 

Or, la forme métrique, n’est dégénérée qu’au point u = 0. Mais 
il faut aussi voir, si les dérivées partielles existent et sont conti- 
nues, ce qui n'est pas évident le long des lignes de raccord, c. a. d. 
pour u = 2/2, v quelconque et pour v = 7/2, u quelconque. 


Commencons par la ligne v = 1/2, en excluant le point u = 0 
qui sera traité séparément, et le point u = 2/2 qui zrna a la: 
ligne de raccord u = z/2. 

Au moment de franchir la ligne v = 2/2 en avancant, disons, 
le long d'un cercle au rayon u, il faut changer v = 2/2 en v = —a1/2 
et, en méme temps, “u en —u. Mais, au lieu de ce changement, on 
peut aussi conserver la valeur de u et donner a v des valeurs 
au dela de 2/2. On obtient ainsi les mémes x,,...,x, ce qui 
est facile de voir a l’aide de (7a—e), (12) et (13). Maintenant u et 
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v varient d'une maniére continue au voisinage d'un tel point, et 
Vexistence des dérivées partielles est immediate. 

Examinons la ligne de raccord u = 72/2, v quelconque qui est 
formée par lidentification des points diamétraux du cercle con- 
sidéré. En franchissant cette ligne il faut changer abruptement 
u= 2/2 en u = —a/2, tandis que v varie d’une maničre continue. 
Au lieu d’effectuer ce changement, nous étendons la définition des 
fonctions x; (u, v) (ij = 1,...,5) données par (7a—e), (12), (13) aux 
valeurs a/2<(u<(a en posant 

x, (u,v) =4,(u— 7,0) mdKu<ca —aA/®%@<v<aA/2), (23) 
Ainsi les variables u,v varient d’une maniére continue au voisi- 


nage d’un point de cette ligne de raccord. Les fonctions du second 
membre dans (23) sont bien définies, car on a 


_Ž<u-s<o. (24) 


c. a. d. la valeur du premier parametre satisfait a Vinégalité (15a). 


L’expression (7e) pour x, ne change pas, quand on remplace 
u par u—a. Cette expression reste done valable pour u > a] 2 et 
Vexistence des dćrivćes continues pour u = 2/2 est évidente. 


Les expressions (7a—d) deviennent pour u > 2/2: 


; 
: 
: 


sje sin? u sin [204+ f(u — 2)] re (25a) 4 
x) = 5 sin? u coffe + fay, =e ie (25b) | 


xa si žucos[e+g(u—m]. 


= 
0 at clair ue jee sna 1a—d) ainsi we (ela 
' Or ee le domaine re 


naod Diže sin [v + g(u—)],_ : (25c) | 
“= zi — 


sćquence du systéme de coordonnćes choisi. Introduisons donc, au 
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has | 
2 : 

D, Ae =, 2) = - 2 sin B + ()|-4 4 
roses) =— softens) 3) 
7 “(2 Be ) Nest | +(5)] f (264=>b) 
Dy (2 40.0) = —rsio| e+ «(> 2): 
D, u (2-0 0) = —reos |e + € Ji 
D, "u(2 +0. “|= —reos|o ki ale 


Les deux fonctions f(u) et g(u) étant paires, on a (14b,c) et, en 


particulier, 
VI IT 2 MA 
t (=)= —f [as \ 0: (27) 


(5) ( :) 2N 3A 
| === >= ey 
72 2 V 42 == 1 (28) 
Les dérivées g (2/2), g (—/2) ne figurant pas dans les équations 
(26a—h) et compte tenu de (14a) on voit bien que les dérivées a 
gauche coincident avec les dérivées a droite, c. q. f. d. 

Il m’en est pas de méme avec les dérivées du 2° ordre. En 
effet, on obtient p. e. 


De 2 —0, “)= —2rcos le+e(2)l€ GE (29a) 


tes, (> +0, v) = —2rcos E +2 & £)| g ko Za (29b) 


et, a cause de (28), ces deux valeurs ne coincident pas. Il en rćsulte 
que les dérivées du 2° ordre n'existent pas toutes le long de la 
ligne u = 2/2. Les points u = 2/2 ne sont donc pas des points ana- 
lytiques de la surface, c. A. d. au voisinage de ces points les fonc- 
tions x,,...,x, n'admettent: pas toutes des développements en 


series de revive 


Il nous reste 4 examiner le point u = 0, ou la forme métrique 


(6) est dégénérée, son déterminant étant égal a zero. 


La dégénération de la forme métrique n'entraine pas néces- 
sairement une singularité de la surface, car elle peut étre une con- 


ci 
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rev 


voisinage du point u=7/2, de nouvelles coordonnées sur la surface. 
Nous choisissons pour coordonnées 


Š=tgucosv, =tgusinv. (30a, b) 
Il s’ensuit 
teu=tVP +R, tomy (30c, d) 
ou bien 
: fo See Ee ee fee ae ae rd (30e, £) 
vie + 9? prag 
: Sa = § 
1 =, (608 SS === (30g, h) 
tVE +e +VE+e 


Le passage A la limite w— 0, v variant arbitrairement, corre- 
spond aux passages a la limite +0, 7-0, exécutés simultané- 
ment d’une maničre quelconque ou dans une succession choisie a 
volonteé. 

Nous allons d'abord exprimer les dérivées de x,,...x%, par 
rapport a €, 7 A l’aide des dérivées par rapport a u, v afin de 
pouvoir remplacer le passage a la limite € > 0, 7 + 0 par le passa- | 
ge a la limite w— 0, ce qui nous conviendra mieux. On a 


pee! ROK Rae (31a) 
ag au ag av ag (i=1 5) a 
| ki A RKO VE CLEA aes (31b) 
s: Pee ay Ou OY Dv ay : kei 
a De (30a, b) on obtient | EE aki > zad 
Ri. f engl ~ x 
Pc S, eae : dš= a du — tgusinvudv, ' . « Gas 
Brits ; | : cosču Koi bs (oe 
du Htgucosvdv. 
eee. near hs ee es 


¥ on ee aes 


(SRE 
3/2 


9 xo 


an 


9 x3 
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=r sin u cos u cos v sin [2 v + f (u)] + 

= ote (u) sin? u cos? u cos v cos [2 v + f (u)] — 
—rsin ucos usin v cos [2 v + f (u)], 

= r sin u cos? u sin v sin [2v + f (u)] + 

+ $f" lu) sin? u cos? u sin v cos [2 v +f] + 


+ -rsinu cos ucos v cos [2v + f (u)}, 


= a wore cos (26 + f (u)) = 


<= za (u) sin? u cos? u cos v sin [2 v + f (u)] + 


+rsinucosusinvsin[2v+ f(u)]. 


= cm u cos? u sin v cos[2v + eink 


— FF 00 sn? costu sine sin BUF f(0)] u 


—rsinucosuconesin[2e + fw], 


= 
xs 


| Be 


ZS=rcos2u cos? u cos v sin [v + g (u] + 


sE ae “ (u) sin 2 u cos? u cos u cos fete] — 

— reostusin vcos lo +g (w= 

=r sing o) — ra — cos ucosta) ona Peace 
rid SES s 


se" 


- 
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(35a) 


(35b) 


(35d) 


(35c) 
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9x4 


ag 


S r cos 2 u cos? u cos v cos [v + g (u)] — 


o (u) sin 2 u cos? u cos v sin [v + g (u)] + 


+ rcos?u sin v sin [v + g (u)] = 


>rcosg(u) — r (1 — cos 2 u cos? u) cos v cos [v + g (u)] — 


= (u) sin 2 u cos? u cos v sin [v + 2 (u)] + 


—r(1—cos?u) sin vsin[v + g(u)], (35g) 
=a =rcos2ucos? u sin v cos [v + g (u)] — 
—- ri (u) sin 2 u cos? u sin v sin [v + g (u)] — 
—rcos?ucosv sin [v + g (u)] = 
=—sing(u) — r (1— cos 2u cos? u) sin v cos [v + g (u)] — 
= g' (u) sin 2 u cos? u sin v sin [v + g (u)] + 
+r(l—cos2u)cosvsin[v-+g(u)], (35h) 
2x __r\3(1+8c0s2u)sin2 u cos? u cos v : (351) | 
a§ 2164+ (1+ 3 cos 2u)? = a 
ae? Ox __ rV3(1-+3c0s2u) sin 2 u cos? u sin v asi 
- an 2164 + (1 + 3 cos 2u)? : aD 
En vertu de (12) on a, pour u— 0, 4 
E , f'(u)sin?u=— - ii ka d cos? u sin u = (35 ia 
<& . ' V1624+(1+83c0s2u)2- bg = 
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ces derivćes en ce point (voir p. e. [1], p. 358). Les fonctions 
Oxi/ 0 & sont continues en ce point, car les limites (36a—j) ne dépen- 
dent aucunement de la maniére dont on a conduit le passage a 
la limite. 

Il faut encore mnotrer que la forme métrique exprimée en 
€, 1 n'est pas dégénérée au point = 7=0. En substituant les 
expressions (33a, b) dans (6) on obtient d’abord 


ds? =r? cos? u [(1 — sin? u cos? v) d€? — 2 sin? usin v cosud&dy + 
+ (1 — sin? u sin? v) d 77] (37) 
et ensuite, a l’aide de (30e—h), 


dst= 2 a 2 
P= ppg ltt ads —28ydedn+U+erdny. (38) 
Pour u=0, ¢. ard. € =7=0 on a donc 

ds?=r2(d&2+dn?), (39) 


et on voit bien que la forme métrique n’est pas degeneree. 

Le point u = 0 est done un point ordinaire, mais ce n'est pas 
un point analytique. En effet, nous allons montrer qu’en ce point 
les fonctions x,,...,x, de é,7 n’admettemt pas toutes des déri- 
vées partielles continues du 2° ordre et que par conséquent elles 
ne sauraient étre développées en series de Taylor au voisinage de 
ce point. — 

Supposons, au contraire, que toutes les dérivées du 2° ordre 
par rapport a &,7 existent et sont continues pour € =y =0. On 
a d’abord 

Ox, 96 Ox, | 94 0x (40) 
au auaég au an 


et ensuite 
82 x1 — 92€ Oxy 
au2 au2 a€ 


a tas i BP x an rano a? 0x ja 


EEF @ pm SN aR! ER ae 
au au ag 9u?- 91 du du Ay 


a 


u2 a€é au \au 20 & au oan au2 ag 


VI aé a2 x4 an 8? x4 
au \ au anaé au an? 


(41) 


En calculant les dérivées de ć, 7 par rapport a u a l’aide de (30 a,b), 
on obtient 


02x,  cos*v 87x. sinv cosv 9? x, sinžv 92 x1 
8už costu a€2 ~~ costu 091 costu 87? 
sinu cosv 9 xy sinusinv 9 x; 
2— — = ==> 42 
<: cou a cou 21 (42) 


On voit immédiatement que le second membre devrait avoir une 
limite pour u— 0 et que, par consequent, le premier membre en 
aurait une aussi. 
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Or, il n’en est rien. Calculons la dérivée du premier membre 
a l’aide de (7a). On obtient 
92 xy 


9 u? 


+ su (u) sin? u cos [2 v + f (u)] — = [f’ (u)]? sin? u sin[2v-+f(u)]. (43) 


—rcos2usin(2v+f(u)] + 2rf’ (u) sin u cos u cos[2v + f (u)] + 


Nous allons exécuter le passage a la limite u—> 0 sous la condition 
v = 0 de deux maničres différentes. Choisissons d'abord une suite 
Un— 0 de sorte qu'on ait 


sin f (u,)=0, cosf(u,)=1 neE=12 1): (44) 
Une telle suite existe évidemment, car on a, d'apres (12), 
fWw—s+o pour u> +0. (45) 
L’équation (43) se reduit A 
9? , DO : 
s = s =2rf'(u,)sinu, cosv, + =e (u,) sin? u,» (46) 


Or, on a pour u—> 0 


, : So Acoste | V 34 
( )snu = — ———————— — - ——> 1) 
LA) ao" V162 + (1 + 3 cos 2u)? sj A+1 Ce 
et E 
FS” (u) sin? u = (f’ sin u)’ sinu — f’ sinu cosu. (48) 


La fonction dans (47) étant paire et dérivable pour toutes les va- 
leurs de u, sa dérivée pour u = 0 est zéro, et il s'ensuit, en vertu 
de (47), 


ram sA 
a) o satu +2 BA : 
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Comme il est facile de voir, tous les points de la surface 
(7a—e), sauf le point u = 0 et les points de la ligne u = 2/2 que 
nous avons traites separement, sont des points analytiques. 

Il n'est pas sans intérét de remarquer que le passage a la 
limite 40 ne conduit pas a la surface (la—e) que nous avons 
prise pour point de départ. Il est vrai qu’on obtient, pour 2 = 0, 


jlo 2 (uy —0 (52) 
c. a. d. les équations (la—d) au lieu de (7a—d). Mais, la racine 
carree dans (7e) étant choisie avec le signe positif, on obtient, 
pour A->0, 


m 

X, > == i! > 3 2 53 

5 av cos 2u (53) 

au lieu de (le). La surface obtenue serait brisée suivant la ligne 
aL 1 

u Sms are cos = a : (54) 


ou la dérivée 9 x,/du change de signe. 

Le raisonnement qui nous a prouvé la nomn-analyticité des 
points u = 0 et des points de la ligne u = 72/2 est en défaut pour 
la surface (la—e) a cause de (52). Les deux valeurs (29a) et 29b) 
ne seraient plus différents et les suites un et u, n’existent pas, car 
Vassertion (45) n'est plus exacte. = 

Comme nous avons montré antérieurement (v. [3]), la surface 
(la—e) est algébrique et tous ses points sont équivalents. Il va sans 
dire que ce sont des points analytiques. 


3. Immersion du El, dans un El, 


On sait qu’on obtient un espace elliptique a partir d’un espace 
sphérique en identifiant les points diamétraux. Donec, si Von iden- 
tifie les points diamétraux de l’espace S, qui nous a servi d'espace 
ambiant, on obtient une immersion de la surface désirée dans un 
El,. Il faut cependant examiner si les points de cette surface re- 
stent distincts. 

Or, la surface ne contient aucune paire de points diamétraux 
du S,. En effet, pour une telle paire de points xi) et x, @= 
e—wlhewen, 0) ON, aurait 


PAO me aig la GA zad): (55) 
Mais, en vertu de (7e) et (5a), on a toujours 


contrairement A (55). 

Ce raisonnement ne s'applique pas a la surface (la—e). Soient 
ici u,, v, et Us, Vo les valeurs des paramčtres des deux points 
diamétraux. En vertu de (la, b) on a ~ 


2 Be 
(4)2 + (49)? = S sint uy = (x1(2)2 + u a sinu», (57a) 


al Prim op ia. a > 
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c. a. d 
sin? uy = sin? u». (57b) 
De (le) et (55) on obtient facilement 
2 
cos 2 uy + cos 2 u =— 3 (58a) 
ou 
4 
sin? uy + sin? u» = ze (58b) 
done 
sin? u, = sin? uz = 4 == 0 (5 8c) 
et 
sin? 2 uy = sin? 2 uy =5 +0. (58d) 


Cela étant, on déduit de sd et (1c, d) 


ag) x A ?) = sin? 2 u, sin vj sin? 2 uy cos vz = 
xa 2) » Ts =— sin? 2 ug sin vo sin? 2 uy cos vi. (59a) 


A cause de (58d) on en peut conclure 
sin Uy COS vo — cos Ty sin vo = sin (v1 — vo) =0 (59b)_ 
et, compte tenu de l’inégalité (15b), NI 
v1 = v2. (59c) 
A Vaide de (59c) et (57b) on voit que les coordonnées x,, 2, 
seraient les mémes pour les deux points considérés. Or, a cause 
de (58c) ces deux coordonnées ne peuvent pas s’annuler a la fois, 
et on a obtenu une contradiction avec (55). Il n’y a donc pas de 
points diamétraux sur la surface. Ainsi nous pouvons dire qu’il 
possible.de eee le El, (plan elliptique) dans un El,, pourvu q 
les courbures k = l/r? et K = 1/0? du a rez wie satisf 
Vin&galite > ae serie i 
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= IE 
eal ee (61) 
3 
les autres coordonnées x, ,.. ,x, restant les mémes. Le passage a 
la limite @ + oo correspond a /—> oo et on obtient sans peine 
‘w5-> 0. (62) 


Boa. di lespace ambiant devient un R,. En effectuant le méme 
passage a la limite dans (8), 9), (11), (12) et (13), on arrive au 
résultat 


i i 


= 2 = — 
f(u)=— 2,3 ia Ee eee m Oo ye (63) 
ay 
Scar on a 
cos |u| Zcosu (63a) 
et, vu l’inégalité (15a), ; 
|u| u : 
Le ae te (63b) 
De méme, on obtient 
Pere e ta ees asi (64) 
. 
2 = a”, Reema 
Les formules (7a—d) deviennent done 
“*= 7 sin? u sin (20 — 2/3 conu— 2/8 In| te), (65a) 
Sa a= Zsa? woos (2 —2 [Seosu—2 [5 In| te y |), (65b) 
eo Mar: ee 
= pgs mint (o—V3cosu), ou (65C) 
e : a a o Boze 18 koje ati oj ———— 


za = 2 sin u cos (a — VB conw). ee Ss 2 m) 
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et posons, pour abreger, 


= =u>0. E (68) 
Vu la definition (5) de /, on aura 
A+Du2+3=0 (69) 
et, A cause de u 20, 
ie en (70) 


Les équations (7a—d) deviennent 


$= S sin? usin [20+ f(w)], &, = sin? ucos(2vu+f(u)], (Tla, b) 


> hy 


&—=— sin2usinfv+g¢(u)], f= 


5 sinŽucoslv+g(u)],  (71c, d) 


tandis que l’équation (7e), prise dans la forme (4), sera remplacće 
par 


EA => \4 + wu? (1+ 3 cos? u) sint Wed (7le) 


On voit bien que cette racine est rćelle pour toutes les valeurs de u. 


Les fonctions f(u) et g (u) prennent la forme 


SSS 2u du : 
(u)=—4 72 +3 | =, qa 
ES Ve J sinu [4-2 (1 + 3 cos? u) sin? u (72) 
g. ‘ u : 
PE d A 
£02) #8 j ee (73) 


V4+ uza + 3 cos? u) sin? u 


= 

Ici encore les fonctions 4 intégrer sont coutinaes a l'exception de 
celle dans (72) pour sin u = 0, et nous conservons la définition (6) 
en posant 


PRIM o Po e sisa = 
A Paide de (67), (66) “ 


ie rs 


—" 
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la non-analyticité de certains de ses points. Les relations (49) et 
(51) deviennent maintenant 


a? š, S 

Sat 8 (77a) 
respectivement 

a? 8, SORETT 

El se +344? +3 u (77b) 


On voit donc que le plan elliptique peut ćtre plongé dans un H, 
de courbure quelconque. 


6. Remarque finale 


Nous avons montré la possibilite de immersion d'un El, dans 
un R,, un H, et, sous la condition (60) concernant les courbures, 
dans un S, et un El,. La question de la nécessité de (60) reste irré- 
solue. De plus, il faut poser la question de lexistence de telles 
surfaces n’ayant que des points analytiques, ou méme, de surfaces 
algébriques jouissant des propriétés requises. 
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ELIPTIČKA RAVNINA IZOMETRIČKI SMJEŠTENA 
U ČETVERODIMENZIONALNOM PROSTORU 
KONSTANTNE ZAKRIVLJENOSTI 


Danilo-Blanuša, Zagreb 
Sadržaj 
Prema prijašnjim autorovim rezultatima (v. [2], [3]) jednadž- 


bama (la—e) određeno je izometričko smještenje eliptičke ravnine 
zakrivljenosti k = 1/12 u S, (četverodimenzionalnom sfernom pro- 
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storu) zakrivljenosti K = 1/r?, koji u R, (četverodimenzionalnom 
euklidskom prostoru) ima jednadžbu (2). Modifikacijom (7a—e) tih 
jednadžbi dobiva se smještenje u S, sa K<3/r?, pri čemu su 
funkcije f (u) i g (u) u (7a—e) određene prema (12), (13), a funkcije 
x,, £, za u = 0 nadopunjene sa (16). Pokazuje se, da dobivena ploha 
nema singularnih točaka, ali da točka u = 0 i točke linije u = a/2 
nisu analitičke, t. j. da funkcije «,,...,X; u okolini tih točaka 
sve ne dopuštaju razvoje u Taylorove redove, jer ne postoje sve 
derivacije 2. reda po parametrima.. ' 

Dalje se pokazuje, da je analogno smještenje moguće i u El, 
(eliptičkom četverodimenzionalnom prostoru), koji se iz S, dobiva 
identifikacijom dijametralnih točaka. Budući da na smještenom El, 
ne postoji nijedan par dijametralnih točaka prostora S,, povezanost 
plohe kod identifikacije ostaje sačuvana. 

Povećavajući neograničeno polumjer prostora S,, pošto je točka 
u = 0 pomaknuta u ishodište koordinatnog sustava 2,,...,X; po- 
moću transformacije (61), dobiva se smještenje (65a—d) u R,, koje 
je već prije objavljeno [4]. 

Konačno se pokazuje, da se smještenje može provesti i u H, 
(četverodimenzionalnom hiperbolnom prostoru) time, da se prema 
(66) polumjer prostora S, odabere imaginaran. Uvođenjem novih | 
veličina ć,,...,6;5 prema (67) uz kraticu (68) dobivaju se jed- 
nadžbe (7la—e). Budući da se veličine ¢,,...,&, zbog (75) i (76) 
mogu shvatiti kao Weierstrassove koordinate u H,, jednadžbe. 
(7la—e) daju traženo smještenje. | 

_ Na kraju se ukazuje na neriješeno pitanje, da li je moguće 
smještenje u S,, ako je K > 3/r? i da li se eliptička ravnina u 
promatranim prostorima može smjestiti tako, da dotična ploha ima | 
same analitičke točke ili čak da bude algebarska, kao što je to 
ploha (la—e). : na ' 


> ao a) iL 


‘ : (Primljeno 14. XII. 1953.) | 
bs ; ; — : 
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OVISNOST POLUVODIČA ,,NTC“ O TEMPERATURI 
Milena Varićak, Zagreb 


Poznato je, da osjetljivost otpornog vakuummetra ovisi o ter- 
mičkom koeficijentu otpora žice u mjernoj cijevi. Već je Weise [1] 
mjesto otporne žice od volframa ili platine, koja se uglavnom upo- 
trebljava kod tih vakuummetara, uzeo poluvodiče iz Mg-Ti-spinela, 
koje imaju veliki termički koeficijent otpora. U Fizičkom institutu 
Prirodoslovno-matematskog fakulteta u Zagrebu vrše se pokusi za 
izgradnju vakuummetra s otpornicima »NTC« (negative thermal 
coefficient), koje izrađuje tvrtka Philips u Eindhovenu. 

NTC otpornici su poluvodiči, koji se sastoje od kristala FE,O, 
i drugih kristala spinelstrukture, kao na pr. MgAl,O, i Zn,TiO,. 
Prikladnim izborom smjese može se postići željeni otpor i željeni 
termički koeficijent otpora. Načinjeni su keramičkim putem i mno- 
go su stabilniji nego ostali poluvodiči.-Dok se na pr. poluvodiči iz 
uraniumdioksida moraju zaštititi u zatvorenoj envelopi od utjecaja 
zraka, to se NTC otpornici mogu izložiti zraku kod temperature od 
—100°C do +250°C [2], [3]. 


R 


Sl. 1.a 


SL 1.b 


Sl. 1.a) i 1.b) prikazuju radiografiju NTC otpornika tipa 83901, 
koji smo imali na raspolaganju. R i R’ su poluvodiči, koji su pla- 
tinskim žicama pričvršćeni na dovodne elektrode. Ustanovili smo, 
da poluvodiči imaju približno oblik elipsoida s osima 800 u, 600 u 
i 640 u. Jasno je, da tako male mase imaju neznatan toplinski 
kapacitet i vrlo brzo reagiraju na promjene temperature. Kod na- 
šeg rada s tim otpornicima bilo nam je prije svega važno pozna- 
vati funkcionalnu vezu između njegovog otpora i temperature. Bu- 
dući da smo našli samo oskudne podatke o otporu tih poluvodiča 
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u području +10%C do +150" C [2], pristupili smo detaljnom ispi- 
tivanju tog problema, te smo odredili ovisnost otpora poluvodiča 
NTC o temperaturi i njegov termički koeficijent otpora za područje 
od 200%K do 493% K. 

Otpor poluvodiča određen je V-I metodom. Kroz otpornik, 
koji se nalazio u kupelji od mašinskog ulja odnosno benzina za 
temperature ispod 5% C, tekla je stalna struja I = 2 uA. Za dobi- 
vanje niskih temperatura upotrebljene su smjese ugljičkog dioksida 
i alkohola, leda i soli, te led koji se tali. Temperature iznad sobne 
dobivene su pomoću električnog grijala. Pomoću regulacionog trans- 
formatora postepeno smo dizali napon na stezaljkama grijala a 
time i temperaturu otpornika. 

Ispitana su dva uzorka (sl. la, b), kojima je otpor Ryo = 
131.000 Q i R’,,0 = 132.000 Q. Izvršena su tri mjerenja za krivulju 
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Ovisnost otpora poluvodiča .. 


gdje su a i b pozitivne. konstante neovisne o temperaturi. Nacrta 
li se IgR kao funkcija od 1/T, dobije se pravac. Da vrijednosti naših 
mjerenja u tom sustavu daju zaista pravac, vidi se na sl. Lp 
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Konstante a i b, određene Gaussovom metodom najmanjih 
kvadrata, iznose a = 0,6030 2, b = 3608% K. Jednadžba krivulje 
R= f(T) glasi dakle za ispitane uzorke 

3608 
R =0,6030 -e " . 


Izvedena mjerenja pokazuju da se promjene otpora poluvodiča NTC 
sa temperaturom dadu prikazati kao eksponencijalna funkcija u 
području od 200°K do 493% K. Vrijednost konstante b slaže se s 
onom, koju proizvađač daje za ovaj tip NTC otpornika [2]. 
Specifični otpor poluvodiča je također eksponencijalna funk- 
cija oblika : 
b 


E (Ya) Se ja 
a prema tome je termički koeficijent otpora 
kasko 2a 28008 

ija T? 
Termički koeficijent otpora je dakle negativan i pada po apsolut- 
noj vrijednosti s kvadratom temperature. Sl. 5 prikazuje grafički 
ovisnost termičkog koeficijenta otpora o temperaturi. U intervalu 
od 200° K do 493% K mijenja se a od ak =9-10—? do a,5.0n = 
1,5 . 10-*, dok je za čiste kovine ay, ,,,0x == 4 + 103. a 


2 di jn i i jd ik 
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THE GHANGE OF RESISTIVITY OF NTC SEMICONDUCTORS 
WITH TEMPERATURE 


Milena Varićak, Zagreb 
Summary 


During the preliminary work on the construction of a resi- 
stance gauge with semiconductors now in progress in the Physical 
Institute, Faculty of Science, University of Zagreb, it has been 
necessary to know the change of resistivity of those semicon- 
ductors with temperature in the widest possible range. Two re- 
sistors of the type Philips 83901 were chosen because of their 
high stability, their resistance at room temperature being R,,.° = 
= 131.000 2 and R9 = 132.000 Q respectively. Fig. 1 shows their 
radiography. Their resistance as the function of temperature as 
well as the thermal coefficient in the range from 200° K to 4939 K 
were found for each of them by the V-I method. The result is 


shown graphically on figures 2 and 3. The resistance of semicon- 
b b 


ductors follows an exponential law i. e. R= ae’ = Bien mor 
: 3608 


our two samples the relation was found to be R=f(T)=0,6030 e 7. 
Since the specific resistivity is also an exponential function of 
b 


temperature, o=0., ze the thermal coefficient a = —= Hig. 5 


shows the function a = f(T). In the chosen interval a changes from 
Q273K = 9-10? to ayy,0x = 1,5-10-?, whereas for pure metals 
g73—373°K F2 4- 107%. 


RAZMATRANJE O MATEMATICI* 
Danilo Blanuša 


Kada se govori o matematici i o njezinoj vrijednosti, obično se 
misli na korisnu upotrebu rezultata te znanosti kod rješavanja tehničkih 
zadataka i na centralno njeno značenje na području prirodnih nauka, 
napose fizike. Pa i onda, kada se priznaje matematici pravo na slobodni 
razvoj bez obzira na mogućnost neposredne koristi, opravdava se to 
stajalište time, što često sasvim apstraktne grane te znanosti iznenada 
nalaze neku važnu primjenu, dugo izakako su stvorene. 

Zaista ima dosta takvih primjera. Opća Riemannova geometrija u 
prostorima od bilo koliko dimenzija upotrebljena je u teoriji relativnosti. 
Teorija grupa, koja se isprva — osim unutar same matematike — naj- 
više primjenjivala u kristalografiji, neočekivano je dobila veliku važnost 
u najmodernijoj grani fizike, u kvatnoj mehanici. No i teorija prostora 
od neizmjerno mnogo dimenzija i teorija beskonačnih matrica ušle su 
u sklop matematičkog oruđa modernog fizičara. Lako bi bilo nabrojiti 
još mnogo slučajeva, gdje je matematičar u svojem slobodnom stvaranju 
pripremio sredstva za rješavanje budućih problema neke druge oblasti 
ljudske djelatnosti. A još se češće dešava, da fizičar ili tehničar naila- 
zeći na nova pitanja žali, što mu matematika nije unaprijed iskovala 
oružje za svladavanje njegovih teškoća. 

Nesumnjivo je dakle slobodno stvaranje matematičara poželjno i 
korisno za buduće potrebe drugih nauka. Ipak time nije iscrpeno zna- 
čenje matematike za ljudsku kulturu, niti su dani svi razlozi za slo- 
bodu njezina stvaranja. 

Počeci matematičkog mišljenja sežu u pradavnu prošlost. Jasno 
je, da se potreba najjednostavnijeg računanja pojavila, čim su se počele 
stvarati veće zajednice ljudi. Da je premjeravanje zemlje bio odlučni 
poticaj za razvoj geometrije, opće je poznato. Matematika je dakle si- 
gurno izrasla iz praktičkih potreba u čovjekovoj borbi za opstanak i 
za postepeno poboljšavanje životnih uvjeta. No bilo bi pogrešno misliti, 
da je to jedini način, kako se očitovala matematička misao. 

Već se kod starih Egipćana nalaze plošni ornamenti, koji pokazuju 
izvjesna svojstva simetrije. Takva svojstva u jeziku današnje matema- 
tike znače invarijantnost figure prema nekim grupama transformacija, 
pa stoga u njima moramo nazrijevati prvi začetak pojma grupe, koji 
je postao tako značajan u kasnijem razvoju matematike i njezinih pri- 
mjena. Ornamenti su jedan od ranih začetaka likovnih umjetnosti, pa 
se već tu očituje povezanost matematičke misli s estetskim osjećanjem. 
Dovoljno je, uostalom, da se sjetimo jedne dječje igračke. U kaleido- 
skopu nekoliko krhotina obojenih stakala i tri zrcala daju čudesno lijepe 
slike, koje se mijenjaju i sastavljaju u bezbroj varijanata, kada se stakla 
slažu na razne načine. Matematička pravilnost triju aksijalnih simetrija 
uzrokuje osjećaj ljepote, a da nije za to trebala mašta umjetnika! 

Stari Grci su otkrili vezu između harmonije tonova i jednostavnih 
brojčanih odnosa. Ovdje su najjednostavnije aritmetičke relacije zahva- 
tile u osnovne zakone one ljevote, koju nalazimo u glazbi. No nije samo 
odnos broja titraja kod harmonijskih intervala odraz matematičke pra- 
vilnosti u glazbi. Izgradnja većih glazbenih djela redovito pokazuje da- 
lekosežne pravilnosti i simetrije u pogledu ritma, ponavljanja pojedinih 
fraza i ispreplitanja motiva, kako je to na pr. uvjerljivo pokazao A. 
Speiser. 

Jedva je potrebno reći, da je i arhitektura oduvijek bila u najužoj vezi 
s matematičkim odnosima, koji u mnogostrukom spletu izbijaju iz svake 
građevine i nerazdvojivo su spojeni s njenim estetskim djelovanjem. 

Što je dalje napredovao razvoj likovnih umjetnosti, arhitekture, 
glazbe i matematike, to su raznorodnije postale te manifestacije ljudske 


* Predsjednički govor na V. redovnoj godišnjoj skupštini Društva 
matematičara i fizičara N. R. H. 20. I. 1954. 
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kulture i to teže je proniknuti u analogije, koje se kriju u njihovim 
estetskim ostvarenjima. Niti se može brojevima izraziti ljepota Bachove 
fuge, niti se može odsvirati Gaussova teorija diobe kružnice. Ipak se 
ponekad povezuju razna umjetnička djela. Jedan je znameniti dirigent 
isporedio Brucknerovu glazbu s veličanstvenom gotikom kolnske ka- 
tedrale. Je li onda nedopušteno reći, da Gaussova rasprava »Disquisi- 
tiones generales circa superficies curvas«, taj biser matematičke lite- 
rature, po svojoj skladnosti i cjelovitosti, po ljepoti dokaznih postupaka, 
po dosljednosti provedbe temeljnih ideja i po stvaralačkoj snazi pod- 
sjeća na Beethovenovu glazbu? Ili, da se moderna topologija sa svojim 
bizarnim geometrijskim tvorbama i jedva prozirnom logičkom struk- 
turom, koja izvire što iz algebre, što iz teorije skupova, doima kao ar- 
hitektonika indijskog hrama s čudnim spletom linija i sa skulpturama, 
koje obavija atmosfera misterija i straha? A teorija brojeva da je poput 
visoke kristalne palače, na kojoj se savršenom harmonijom slažu arhi- 
tektonski oblici, a vrhovi joj izmiču oku u nedoglednoj visini? 

Mnogi će kazati, da su takve poredbe neumjesne, jer matematika 
nije umjetnost, već egzaktna nauka. No svaki pravi matematičar zna, 
kolika je ljepota u matematičkom saznanju, u njegovu oblikovanju, u 
skladnosti nizanja logičkih zaključaka i u dubokoj povezanosti najrazno- 
vrsnijih pojmovnih sklopova. On osjeća, da mora stvarati, jer ga na to 
goni nutarnja nužda, jer u tom nalazi ostvarenje svojega životnog hti- 
jenja. Njegovo je stvaranje zavisno od raspoloženja, uspjeh mu se po- 
nekad pojavljuje iznenada, neočekivano. Podsvijesno kombiniranje misli 
izbija u svijest u trenucima, kada se to najmanje očekuje, i po- 
slije dugotrajnih uzaludnih nastojanja najednom se stvori ideja, otvara 
se put k cilju. Zovemo to inspiracijom. Sjetimo se genijalnog indijskog 
matematičara Ramanujana, koji je izricao najkompliciranije teoreme 
teorije brojeva, a da ih često nije znao dokazati. Veliki matematičari 
radili su godinama, dok im je uspjelo dokazom potkrijepiti njegove ne- 
protumačive slutnje. Kada ga zapitaše, kako dolazi do svojih rezultata, 
tvrdio je, da mu ih u snu neka božica šapće u uho. Ima li jačeg dokaza, 
da je to bio umjetnik, i da je umjetnost, što je stvarao? 

U glazbi i u likovnim umjetnostima sloboda stvaranja gotovo je ne- 
ograničena. O tom svjedoče ostvarenja modernističkih slikara, kipara i 
kompozitora, u kojima jedva još nalazimo osnovni atribut umjetničkih 
djela: ljepotu. 

Matematičaru je mogućnost stvaranja mnogo skučeniia, ier nie- 
gove su tvorbe podvrgnute nepovredivim zakonima logičkog mišljenia. 
Ono, što on stvara, treba da bude lijepo, ali mora biti i istinito. Tko je 
riešavao matematičke probleme, tražio put do novih istina i gradio nove 
nojmove,-osjetio je svu oporost i nemilosrdnost stroge logike, koia sapi- 
nje stvaralačku maštu, pa tek velika prodorna snaga i neumorno na- 
stoianie omogućuju značajna ostvarenia unutar tih uskih i nevrekora- 
čivih granica. 

Ipak, nema opasnosti, da bi matematika sustala u svome razvoju, 
da bi presahnula invencija niezinih sliedbenika. Jer, kao što je prema 
grčkoj priči div Antej u borbi crpao novu snagu kod svakog dodira s 
maikom Zemliom, tako matematika svakog dana dobiva snažan poticaj 
od problema, koji se imperativno postavliaiu od strane drugih nauka. 
Iz primiena ioi tako neprestano dotieče nova životna struia, pa mate- . 
matičari, rješavajući postavljene probleme, nadovezuiu nova nitania i 
iznalaze nove matematičke povezanosti u okviru svojega slobodnog 
umjetničkog stvarania. Velik dio tako dobivene žetve vraća se u pri- 
miieniene nauke, nešto odmah, a mnogo toga kasnije, kad za to dođe 
vrijeme. 

; Matematika je zacijelo najegzaktniia nauka i svijetlo oružie u na- 
šoj borbi za vlast nad prirodnim silama. No ona je povrh toga i uzvišena 
pe raed Ako Je glazba umietnost tonova, matematika je umjetnost 

umlja. Ona je glazba ljudske misli. 
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Dr. Vladimir Vranić 
MATEMATIKA ZA EKONOMISTE 
Svezak I. Naklada »Školska knjiga«, Zagreb, 1954., 307 str., cijena Din 450 


Knjiga je prvenstveno pisana kao udžbenik za slušače na Ekonom- 
skom fakultetu, te obuhvaća gradivo, koje se predaje u prvoj godini stu- 
dija, a to je — kako sam autor navodi — miatematika, koja je potrebna 
u privredi, bankama, osiguravajućim zavodima (II. svezak) i kod rada 
u statistici. 

Prema tome ovo djelo obuhvaća gradivo ranijih djela istog autora 
kao: Osnovi financijske i aktuarske matematike, Zagreb 1946., Privredna 
matematika — Zagreb, 1949., kao i skripta Osnovi više matematike — 
Zagreb 1950. Sabiranje ovog materijala, koji je inače djelomično obra- 
đen u udžbenicima Trgovačke odnosno Političke aritmetike, odgovara 
današnjim potrebama Ekonomskog fakulteta, te je u skladu sa sadašnjim 
nastavnim planom. 

Nastojanje autora da u samom djelu obrađuje samo najpotrebnije 
gradivo, išlo je, razumije se, na uštrb specijalnih primjera i poglavlja. 
Budući da jedva postoji mogućnost izdavanja specijalnih priručnika, tako 
će mnogi problemi ostati nažalost u našoj stručnoj literaturi neobrađeni. 
Stoga bi bilo poželjno, da se u takvim knjigama, obrađuje ono gradivo, 
koje se ne predaje i koje nije u programu, jer bi takav udžbenik i po- 
slije položenog ispita bio od velike koristi za vlasnika knjige. 

Novi naslov, Matematika za ekonomiste, možda nije- najsretniji, 
budući da predmet pod ovim nazivom-prvenstveno obrađuje tehniku 
novčarstva i njegovih zavoda, dok se potrebe industrije i saobraćaja a 
pogotovo pomorstva jedva spominju. 

Jednako bi trebalo po našem mišljenju uvrstiti po koji primjer sa 
transportnim jedinicama kao što su tona-kilometar, putnički kilometar, 
it. d., te definirati ove važne jedinice u vezi sa saobraćajem te saobra- 
ćajnom i tarifnom politikom, budući da su ovi računi za ekonomista 
jednako važni kao i preračuvanje karata i sl. 

Naročito smatramo potrebnim da se u takvo djelo uvrste primjeri 
iz energetike, kao što su preračunavanje kaloričnih vrijednosti raznih 
ugljena i ostalih goriva, koji račun matematski odgovara računu pari- 
tetnih tečajeva. S ovakvim će se problemom sastati svaki ekonomist, 
koji radi u industriji. Jednako bi trebalo obraditi preračunavanje raznih 
jedinica za energiju i snagu, kao što su metarkilogram, kalorija, kolo- 
wattsat, konjskasnagasat i t. d., koji su pojmovi za svakog ekonomistu 
od velike važnosti, u svakidašnjoj praksi u industriji. 

Analogno bi se moglo u postotnom računu obraditi primjere iz 
prijenosa energije, kao što su gubici i korisni efekt cijelih električnih 
centrala, sa gubicima u turbini, generatoru, transformatoru i dalekovodu, 
budući da praksa pokazuje da su ove za privredu tako važne činjenice, 
mnogim ekonomistima praktički nepoznate. Tako spremani ekonomist 
pristupit će sa većim razumijevanjem računanju otplatne osnove i ren- 
tabiliteta jedne električne centrale, te će taj problem nužno rješavati 
ne samo sa stajališta financijskog opterećenja i kamatne službe, te će 
nužno i bolje shvaćati izgradnju energetskih sistema te njihovo raci- 
onalno korištenje. 

Činjenica da se na Ekonomskom fakultetu primaju i apsolventi Eko- 
nomskih tehnikuma, na kojima se analitička geometrija ne obrađuje, 
ponukala je vjerojatno autora na uvrštenje osnovnih pojmova iz ana- 
litičke geometrije, kao i na praktičko ispuštanje grafičkih metoda ra- 
cunanja. lako je analitička geometrija suviše kratko obrađena, dok se 
grafičko računanje ni ne spominje, što treba naročito požaliti. 
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Slike u knjizi su vrlo precizne te doprinašaju mnogo boljem razu- 
mijevanju teksta, a naročito treba istaći ponavljanje iste slike, gdje je 
to potrebno (sl. 24 i sl. 29), što najbolje pokazuje, koliku je brigu autor 
posvetio što jasnijem prikazu i što lakšem čitanju udžbenika. 

Osnovi više matematike daju stvarno samo najpotrebnije pojmove 
te su obrađeni s obzirom na odgovarajuće potrebe u statistici. I ovo je 
poglavlje vrlo sažeto te obrađuje zaista samo osnove dodajući u pri- 
mjeru 8.6 kao i u točci 9 materijal, koji je potreban za rad na statistici. 

Sam prikaz pojedinih poglavlja je jasan i stručno na visini, tako 
da će ova knjiga potpuno odgovarati svojoj namjeni kao udžbenik. Za 
dublje poznavanje ove materije morati će čitalac posegnuti za ranijim 
djelima istog autora, u kojima je mnogo toga opširnije obrađeno. Steta 
je, što autor s obzirom na novi nastavni program nije mogao detaljnije 
obraditi ovu materiju. 

Računanje sa strojevima kao i računanje sa logaritmičkim raču- 
nalom spomenuti su samo na početku knjige među raznim načinima ra- 
čunanja, ali nisu pobliže obrađeni ni prikazani. Držimo da bi bilo po- 
želino, da se ove tehnike računanja barem obrade u principu, u vezi 
sa relativnom i apsolutnom griješkom, što bi ujedno uputilo čitaoca u 
problematiku primjenljivosti tih pomagala, t. j. u pitanje, kada je do- 
voljna točnost logaritamskog računala, odnosno kada se mora upotre- 
biti računski stroj za postizavanje veće točnosti. Kada se već udžbeni- 
cima čine tolike koncesije svakidašnjoj praksi, smatramo potrebnim da 
se slušač fakulteta barem u principu upozna sa pomagalima, koja će 
naći u svakom savremenom uredu. 

Konačno treba pohvalno istaći, da je autor svakom poglavlju dodao 
nekoliko tipičnih primjera, čija su rješenja u posebnom dodatku nave- 
dena na kraju knjige. Jednako će alfabetsko kazalo olakšati upotrebu 
ovog udžbenika. Prof. Vladimir Glumac 


SIGHT REDUCTION TABLES FOR AIR NAVIGATION, A. P. 3270 
H. M. Stationery Office, London 1953. 


Pod gornjim naslovom izdali su britanski H. M. Nautical Almanac 
Office i Navy Hydrographic Office, U. S. A. tablice visine i azimuta u 
svrhu redukcije astronomskih opažanja, kod određivanja geografskog 
položaja, bez kompliciranog računanja. Tabele su zgodne i za riješa- 
vanje nekih problema iz područja geofizike i geodezije, i zato je vri- 
jedno na njih se obazreti. 

Djelo- obuhvaća tri sveska i nadomještava ranije izdanje Astrono- 
mical Navigation Tables, koje je obuhvaćalo 15 svezaka, a o kojima je 
bilo izvješteno u Glasniku matematičko-fizičkom i astronomskom, Zagreb, 
1950 (str. 122). Opseg novih tablica je prema pređašnjem izdanju znatno 
smanjen, ali je, uslijed zgodnog rasporeda materijala, povećano područje, 
za koje se tablice dadu upotrebiti. Nove tablice sadržavaju visinu i azi- 
mut, koji slijede iz deklinacije nebeskih tjelesa u granicama od + 30° 
do —30°, za bilo koju širinu motritelja i za sve satne kutove, kojima 
odgovara zenitna udaljenost od 0% do 95% Vrijednosti visine u tabelama 
su točne na 0’,5 a azimut je točan na % stupnja. 

Analogno kao što tablice nadomještavaju računsko rješavanje 
sferno-astronomskog trokuta, one mogu poslužiti kad treba odrediti 
sfernu udaljenost između dviju točaka na Zemlji, kojih je položaj (geo- 
grafska širina i dužina) poznat. Također se pomoću tablica može odre- 
diti azimut jedne točke na Zemlji u odnosu prema drugoj. U tu svrhu 
će se upotrebiti svezak 2. i 3. tablica, a postupak će biti slijedeći: Mjesto 
argumenta deklinacije nebeskog tijela i njegovog satnog kuta, uzet će 
se geogr. širina jedne od dviju točaka na Zemlji odnosno razlika u geogr. 
dužini između obje točke, kojih se sferna udaljenost traži. Iz tabela -se 
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direktno može očitati komplement tražene sferne udaljenosti te azimut 
jedne točke u odnosu prema drugoj. 

Kako izdavači djela nijesu predvidjeli upotrebu tablica od strane 
geofizičara i geodeta, to su se u pogledu deklinacije ograničili na pojas, 
kako je gore spomenuto, između 30°N i 30%S. Zbog toga se sferna uda- 
ljenost može odrediti samo između takvih dviju točaka, od kojih bar 
jedna ne prelazi granice gornjeg područja. Također unutar toga područja 
treba da leži točka, za koju se traži azimut. Ipak će se, u tim granicama, 
djelo moći često i korisno upotrebiti u praksi geofizičara, a kad bi se 
djelo upotpunilo, ono bi postalo upravo neophodno potrebno geofizičaru 
kao što je već danas zrakoplovcu, kome je u prvom redu i namijenjeno. 

Dr. Andro Gilić 


Holger M. Hansen—Paul S. Chenea 
MECHANICS OF VIBRATION 
New-York, John Wiley & Sons., Inc. 1952, $ 8,00 


O sadrzini materije govori naslov, a za bit sadrzine vrijedi u pot- 
punosti podnaslov na omotu, koji vjerojatno potiče od izdavača, jer ga 
nema na naslovnoj strani, a koji glasi: »A well balanced presentation 
of fundamental theory«. Na 324 strane teksta zbijeno ali pregledno izlo- 
žena je osnovna teorija oscilacija u obimu, koji pored sadržaja osnova 
ponegdje zasjeca i u specijalna poglavlja. 

Jednostavnost izlaganja je opća karakteristika djela, a pored toga 
nalazimo u njemu i originalnosti, na primjer, originalno je izlaganje 
prisilnih oscilacija materijalne točke rastavljanjem u dva dijela. 

Tretiranje prisilnih oscilacija s prigušenjem (Forced Vibrations 
with Damping) pored uobičajenog načina dano je i rastavljanjem na 
elemente. Stiče se utisak da je ovo posljednje suvišno, što donekle pri- 
znaju i sami autori. 

Glavna je odlika djela poglavlje »The Mobility Method and the 
Use of the Comlex Variable«, koje obuhvaća skoro četvrtinu knjige. Iako 
ideja te metode nije nova, ipak je njezina razrada, kako izgleda, ovdje 
otišla najdalje. Mobility Method osobito je prikladan za otvorene siste- 
me, dok se kod zatvorenih sistema ne izbjegava rješenje sistema linearnih 
jednadžbi s kompleksnim nepoznanicama. Ta je metoda proširena i na 
sisteme s distribuiranom masom. d 

Za rješenje jednadžbe frekvencija, odnosno za određivanje frekven- 
cija višestepenih sistema, navedena su samo dva postupka, i to: Hol- 
zerov i Graeffeov, pri čemu su se autori rukovodili načelom, koje je izre- 
čeno u tekstu: »Indeed it is far better to be proficient in one or two 
methods than to have a broad but hazy notion of the multitude of these 
procedures that have been developed in the past century«. 

Osiclacije sistema s beskonačno mnogo stepena slobode (kontinuirani 
sistemi) prikazane su u vrlo prikladnoj sistematizaciji: izvedene su di- 
ferencijalne jednadžbe za pojedine slučajeve, zatim je dato opće rješenje 
jednadžbe valova, a nakon toga se određuju granični uvjeti u pojedinim 
slučajevima. Dana su i aproksimativna rješenja pomoću metode energije. 

Djelovanje impulsa tretira se kao razlika djelovanja dviju jednakih 
i stalnih po veličini sila, koje počinju djelovati odjednom u nekom in- 
tervalu vremena (Step Function). Djelovanje sile općeg oblika promatra 
se kao uzastopni niz impulsa. Rješenje tog slučaja dano je Duhamelovom 
integralnom formulom. Sistemi s nelinearnim prigušenjem rješavaju se 
lineariziranjem sistema. 

Opći ugodan utisak, koji se stvara sadržajem i izlaganjem materije 
sa strane autora, dopunjuje se vanjskom formom i opremom knjige sa 
strane izdavača. Dr. ing. V. Andrejev 
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IZ PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKOG FAKULTETA 


Novi doktori matematičkih i fizičkih nauka 


Na Prirodoslovno-matematičkom fakultetu tokom prva tri mjeseca 
1954. godine položeni su slijedeći doktorati: 

Iz matematičkih nauka: : 

9. II. 1954. Milan Popadić, predavač Filozofskog fakulteta u Skopju. 

Iz fizičkih nauka: : 

10. II. 1954. Krunoslav Ljolje, asistent Filozofskog fakulteta u Sa- 
rajevu, ; X 

17. IL 1954. Vladimir Glaser, honorarni predavač Prirodoslovno- 
matematičkog fakulteta u Zagrebu, 

11. III. 1954. Katarina Kranjec, asistent Veterinarskog fakulteta u 
Zagrebu. > ina 

Donosimo ovdje kratke sadržaje obranjenih disertacija: 


Dr. Milan Popadić: O induktivnim sistemima 


U ovom radu je reč o propozicijama koje formulišu takozvano 
induktivno zaključivanje. Najopštija od ovih formulacija glasi: 

Neka su M i N proizvoljne množine, S(M) izvestan potsistem od 
P(M) (partitivna množina od M). Iz pretpostavke da postoji uređeni par 
— induktor — (S1(M), F), pri čemu je Si(M) S S(M) a F izvesna mno- 
Zina preslikavanja sistema S(M) na P(M), i da su zadovoljeni uslovi: 

1. SM) NP, {A}; 

2. postoji elemenat qgeF za koji je ispunjena relacija 

p(SMAPOONAM)EPM APN 
— sleduje M SN. 

Ukoliko je ova propozicija tačna, S(M) se naziva induktivnim si- 
stemom za M u odnosu na induktor (S:1(M), F). Nađeni su nužni i do- 
voljni uslovi za induktivnost sistema S(M), što pretstavlja glavni rezul- 


tat rada. Obrađeni su i specijalni slučaji, a date su i neke primene. Rad 
je u vezi sa radovima D. Kurepe, koji se tiču istog predmeta. 


Dr.-Krunoslav Ljolje: Kvantna teorija električne vodljivosti 


Kvantna teorija električne vodljivosti metala fundirana je prije 
dvadesetpet godina. Njen osnovni problem je određivanje funkcije sta- 
cionarne raspodjele elektrona po kvantnim stanjima u metalu, kad se 
metal nalazi u električnom polju. Radi velikih matematičkih poteškoća 
taj je problem dosad bio riješen samo kad su energije elektrona u me- 
talu sfernosimetrične funkcije valnog vektora elektrona, specijalno oblika 
Ak? (A je konstanta — quasi-slobodni elektron). Budući da realni me- 
tali nemaju sfernosimetrične funkcije valnog vektora elektrona, nego su 
one, kako pokazuje aproksimacija »vezanog elektrona« i »ćelijska« apro- 
ksimacija, vrlo komplicirane i različite za razne metale, to se ti rezul- 
tati ne mogu uspješno upotrebiti u preciznijim istraživanjima električnih 
SEE metala. Tako je teorijski problem električne vodljivosti ostao 

oren. ' 

Autor riješava taj problem, polazeći s jednog novog stanovišta. On 
promatra elektrone iz »srodnih« kvantnih stanja kao cjelinu i zahtijeva 
da promjene u raspodjeli elektrona po tim stanjima, od električnog polja 
i od srazova elektrona sa termičkim titranjima rešetke metala, budu u 
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ravnotezi. Tim postupkom odmah uklanja sve Sto za teoriju elektri¢ne 
vodljivosti nije od interesa, a Sto inače onemogućava račun, i tako uspi- 
jeva riješiti postojeći problem električne vodljivosti metala općenito, 
bez ikakovih pretpostavki o energetskim plohama. Dobivene rezultate 
autor primjenjuje kod proračuna električne vodljivosti metala sa ku- 
bičnom kristalnom strukturom i dobiva niz rezultata, kao: utjecaj ja- 
čine veze elektrona sa ionima rešetke na električnu vodljivost, utjecaj 
kristalnih svojstava metala na električnu vodljivost, egzistenciju dvo- 
vrsnih struja u metalu, eksplicitnu ovisnost vodljivost o popunjenosti 
energetske vrpce sa t. zv. slobodnim elektronima i neke druge, što je 
u dosadašnjim teorijama izostalo. Posebni dio predstavlja proračun elek- 
trične vodljivosti alkalijskih metala kod niskih temperatura u aprosi- 
maciji vezanog elektrona. Komparacija teorijskih i eksperimentalnih vri- 
jednosti pokazuje da su dobiveni rezultati vrlo dobri. Time se je prvi 
put potpuno teorijski proračunala vodljivost nekih realnih metala. 


Dr. Vladimir Glaser: »Vezana stanja u teoriji polja« 


Kvantna teorija valnih polja je relativistička teorija uzajamnog 
djelovanja sistema od beskonačno mnogo čestica — kvanata polja. Tek 
je pojam renormalizacije mase i naboja omogućio da se u okviru stroge 
teorije polja u posljednje tri godine pristupi ozbiljno izvođenju relati- 
vističkih jednadžbi od dvije i više čestica. To je i problematika ove di- 
sertacije. U prvom dijelu disertacije uspjeva autoru da izvede poznatu 
jednadžbu Tamma i Dancoffa za sistem proten-neutron u zatvorenom 
obliku iz jednadžbi protonskog, neutronskog i mezonskog polja, te da 
pokaže nekonsistentnost te jednadžbe zbog pojava divergentnih izraza, 
koji se ne daju uključiti u masu i u naboj nukleona. U drugom dijelu 
disertacije izvodi autor jednu modificiranu jednadžbu, koja ne sadrži 
više beskonačnosti T. D. jednadžbe a ipak je tipa uobičajene Schrédin- 
gerove jednadžbe sa potencijalnom energijom uzajamnog djelovanja, koja 
na kompliciran način ovisi o relativnoj brzini čestica. Prema tome može 
se jednadžba principijelno rješavati uobičajenim aproksimativnim me- 
todama kvantne mehanike i time se razlikuje od relativističke jednadžbe 
Bethea i Salpetra, koja matematički nije dovoljno definirana. Rezultati 
ove disertacije važni su za ocjenu mezonske teorije nuklearnih sila. 


Dr. Katarina Kranjc: »Proučavanje ogiba rentgenskih zraka pod malim 
kutom na polidisperznim sistemima« 


Nakon kratkog prikaza današnjeg stanja u teoriji ogiba rentgen- 
skih zraka pod malim kutom opisan je eksperimenat, koji je trebao da 
pokaže, kakav utjecaj ima relativna gustoća polidisperznog koloidnog 
sistema na njegovu difrakcionu sliku pod malim kutovima. Eksperimen- 
talna tehnika registriranja ogiba tražila je, da se ocijeni pogreška zbog 
nesavršene kolimacije primarnog snopa i nepotpune monokromatičnosti 
filtrirane Cu-radijacije. Dane su formule za izračunavanje kolimacione 
pogreške okruglih dijafragmi i utjecaja parazitne radijacije na krivulju 
intenziteta, i prikazani su rezultati, koji su dobiveni primjenom izvede- 
nih formula na konkretni slučaj. 

Ogib pod malim kutom registriran je za 12 uzoraka sitno disper- 
giranog aluminijevog hidroksida različitih prividnih gustoća; obuhvaćen 
je bio interval od 2,6% do 89% prave gustoće. Oblik krivulja intenziteta 
ne mijenja se mnogo od uzorka do uzorka, nijedna od krivulja nema 
maksimuma intenziteta. Zbog interferencije valova raspršenih na po- 
jedinim česticama smanjuje se intenzitet raspršene radijacije s porastom 
relativne gustoće. Kvantitativno ispitivanje te pojave pokazalo se, da 
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je efekt jednak prividno povećanoj apsorpciji u uzorku. Analiza krivulja 
intenziteta po Hosemannovoj i po Porodovoj metodi pokazala je, da obje 
metode daju ispravni red veličine za srednju dimenziju strukturnog ele- 
menta koloidnog sistema (oko 90 A), potvrđen elektronsko-mikroskop- 
skom slikom. Obje metode dale su i povećanje srednje dimenzije s po- 
rastom relativne gustoće, što je u skladu s predodžbom, da se kompri- 
miranjem supstance manje čestice udružuju u veće. Porodovom meto- 
dom dobivene su također specifične površine uzoraka. 
Eksperimentalni rad je proveden u Fizi¢kom institutu Prirodo- 
slovno-matematičkog fakulteta pod rukovodstvom prof. M. Paića. 


IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


1) Pisa lee Lose: Stručno pedagosko veče: : 
Prof. G. Šindler: Thomsonova formula u okviru srednje 
škole. 


2) 20. I. 1954. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 
a) Asist. V. Devidé: Neke metričke relacije u sistemu 
točaka n-dimenzionalnog prostora, 
b) Dr. D. Blanuša: Torus sastavljen od 16 kvadrata 
četverodimenzionalnog mjernog politopa. 


3) 3. II. 1954. Dr. D. Blanuša: Eliptička ravnina u četverodimenzio- 
nalnom prostoru konstantne zakrivljenosti 

Pokazuje se, da se eliptička ravnina može smjestiti izometrički i 
bez singulariteta i samoprodiranja u sferni četverodimenzionalni prostor, 
ako vrijedi nejednadžba e >r//3. gdje je o polumjer toga prostora, 
a 1/r? Gaussova zakrivljenost eliptičke ravnine. Analogno je smještenje 
moguće i u eliptičkom prostoru. Dalje se vidi mogućnost smještenja u 
euklidskom četverodimenzionalnom prostoru. (Taj rezultat bio je sapoćen 
na III. Kongresu austrijskih matematičara u Salzburgu, 9.—14. rujna 
1952.) Konačno se smještenje provodi i u hiperboličnom četverodimenzio- 
nalnom prostoru bilo koje zakrivljenosti. U svim slučajevima ploha ima 
u jednoj točki i duž jedne geodetske linije neanalitičke točke, jer u tim 
točkama doduše postoji tangencijalna ravnina, ali ne postoje sve druge 
derivacije koordinata smještajnog prostora po parametrima na plohi. 


4) 10, II. 1954. — Stručno pedagoško veče: 


Prof. S. Škreblin: Ispit zrelosti u francuskim školama 
S osobitim obzirom na matematiku. 


5) 17. II. 1954. Dr. K. Ljolje: Prilog teoriji električne vodljivosti 
Predavač je iznio osnove vlastite metode u teoriji električne vodlji- 
vosti metala, s kojom je općenito riješen problem električne vodljivosti 
metala; zatim je prikazao primjenu te metode na proračunavanje elek- 
trične vodljivosti alkalijskih metala kod niskih temperatura. Osnova me- 
tode leži u promatranju promjena u raspodjeli slobodnih elektrona po 
srodnim kvantnim stanjima kao cjelini, nasuprot dosadašnjim razma- 
tranjima promjena u svakom kvantnom stanju napose. Taj postupak je 
omogućen specijalnim svojstvima Fermi-Diracove funkcije nesmetane 
stacionarne raspodjele. Kod proračuna električne vodljivosti alkalijskih 
metala upotrebljena je aproksimacija vezanog elektrona elektronskih 
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stanja u metalu i zanemareni su »Umklappprozessi«. Energija veze elek- 
trona na rešetku računata je i po aproksimaciji »deformiranog« i po 
aproksimaciji »čvrstog« iona. Dobiveni teoretski rezultati ispravno opi- 
suju eksperimentalna opažanja. 


6) 24. II. 1954. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 
a) Prof. S. Škreblin: O jednom trigonometrijskom pro- 
blemu, 
b) Asist. V. Devidé: Generalizacija jedne L’Huilier-ove 
formule. 


7) 3. III. 1954. Dr. V. Glaser: Vezana stanja u teoriji polja 

Predavač je iznio najprije kratak pregled metoda, kojima se dosad 
pokušalo izvesti relativističke jednadžbe za uzajamno djelovanje dvije 
i više čestica iz stroge teorije kvantiziranih polja. U okvir ovog problema 
ulazi napose mezonska teorija deuterona i nuklearnih sila uopće. Nakon 
kritike metoda Tamma i Dancoffa te Bethea i Salpetra predavač je iznio 
rezultate, do kojih je došao u svojoj disertaciji o tom problemu: dokaz 
o nekonsistentnosti metode Tamma i Dancoffa te izvod jedne nove 
jednadžbe za sistem proton-neutron, jednadžbe koja ne sadrži nedo- 
statke divergencija kao T. D. jednadžbe, a ipak je, za razliku od B. S. 
jednadžbe, tipa uobičajene Schrčdingerove jednadžbe. 


8) 10. III. 1954. Stručno pedagoško veče: 
a) Diskusija o nastavnom planu i programu za srednje 
škole iz matematike i fizike u školskoj godini 1953/54, 
b) Diskusija o ljetnim tečajevima iz matematike i fi- 
zike za profesore srednjih škola. 


9) 17. III. 1954. Dr. D. Kurepa: O kombinacijama 

U vezi partitivnih skupova PS daje se njihova interpretacija kao 
skup svih kombinacija SS, pa se dokazuje više teorema iz područja ko- 
načnih i beskonačnih S-ova, koji zadiru u razne oblasti matematike 
(aritmetika, geometrija i t. d.). Specijalno je spomenuto nekoliko pri- 
kazivanja skupa PS za slučaj kad je S dobro uređen skup. 


10) 24. III. 1954. Prof. V. Mardešić: Teorija konveksnih funkcija 


Nakon sumarnog osvrta na elementarnu teoriju konveksnih funk- 
cija, pokazano je kako se primjenom te teorije mogu dobiti neke ne- 
jednakosti. Zatim su izloženi glavni rezultati teorije funkcija konveksnih 
u smislu Jensena (1905.), napose prekidnih. Među tim rezultatima ističe 
se teorem A. Ostrowskog (1929.), prema kojem su prekidne konveksne 
funkcije neomeđene na svakom skupu pozitivne mjere. Odatle izlazi da 
su te funkcije neizmjerive (W. Sierpinski 1920.). Iznesen je i teorem F. 
Bernsteina i G. Doetscha (1915.) o gustoći grafa tih funkcija. Na zavr- 
šetku su spomenuti rezultati F. B. Jonesa (1942.) o neobičnim svojstvima 
grafa nekih prekidnih konveksnih funkcija (na pr. da je povezan, iako 
je funkcija jednoznačna i u svakoj točki prekidna). 


11) 31. III. 1954. WVeée slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 

a) Dr. L. Randić: Jedna primjedba u vezi metode re- 
dukcije Pievcova, 

b) Dr. D. Blanuša: Pravilni trijagonalni dekaedar u 
peterodimenzionalnom prostoru, 

c) Dr. D. Blanuša: Zorni dokaz izomorfije ikozaedar- 
ske grupe sa simetričnom grupom permutacija od 
pet elemenata, 

d) Dr. R. Vernić: O Lagrangeovoj redukciji problema 
triju tijela, 

e) Dr. S. Bilinski: Sferne evolute i sferne evolvente. 


74 


SASTANCI PODRUZNICA DRUSTVA MATEMATICARA I FIZICARA 


8) ISA. 


9) 16. XII. 


DANE. 


2) SIT 


3) 19. IL. 


dB Iii 


+48) Be TNs 
6) 16. IV. 


Ing. V. Streaj 


N. R. HRVATSKE U 1953. GODINI 


Podruznica Osijek 


S. Glavatevié: Osvrt na nekoje eksperimente iz me- 
hanike (sa demonstracijama), 

a) J. Magdić: Rad Nikole Tesle, 

b) A. Mendler: Teslin transformator (sa demonstra- 
cijama), 

Č. Popadić: Električna struja u plinovima (sa demon- 
stracijama), 

Glavna godišnja skupština Podružnice, 

S. Dobrenić: Pisanje školskih zadaća iz matematike, 

I. Smolec: Problemi geometrije u srednjoj školi, 

V. Kunst: Zadaci Zavoda za školsku opremu (sa de- 
monstracijama), 

a) N. Knežević: Osvrt na kurs za nastavnike u Pionar- 
skom gradu, 

b) N. Knežević: Demonstracije pokusa sa ormarićem 
za elektricitet, 

a) K. Graholski: Demonstracije nekih pokusa iz elek- 
triciteta, 

b) Diskusija o skraćivanju programa u nastavi mate- 
matike i fizike. 


Podružnica Rijeka 


Komemoracija povodom desetgodišnjice smrti Nikole 
Tesle (I.) 

a) F. Kurbatfinski: Život i rad Nikole Tesle, 

b) Z. Marčec: Rotaciono polje kod trofaznih motora (s 
eksperimentima), 

c) V. Glumac i M. Feretić: Demonstracije Teslinih 
struja i Teslinog svijetla, 

Komemoracija povodom desetgodišnjice smrti Nikole 
Tesle (II.) 

Ing. Knežević: Teslini pokusi (sa demonstracijama), 


12) 


13) 


1 


— 


2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 


8) 


9) 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 
6) 


7) 


Si DNK 


22. XII. 


Siječanj 


Veljača 
Ožujak 
Travnja 
Svibanj 
Rujan 
Listopad 


Studeni 
TA OL, 


24 ITE. 
DITI: 


IES BM fe 
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M. Sirola: Izvještaj o radu seminara iz matematike 
održanom u ljetu 1953. u Rijeci pod rukovodstvom 
B. Pavlovića i M. Sevdića, profesora VPŠ iz Zagreba, 


Glavna godišnja skupština Podružnice. 


Podružnica Slavonski Brod 


J. Pleše: O jednom ekvivalentu petog Euklidovog po- 
stulata, 

M. Rus: O trokutima, 

I. Smolec: Problem geometrije u nastavi srednje škole, 

I. Alinjak: O bifurkaciji gimnazije (diskusija), 

Diskusija o nastavnim planovima i programima, 

Diskusija o problemu učila u nastavi, 

Čoti: Osvrt na seminar za matematiku, koji je održan 
u Rijeci, 

I. Alinjak: Film i diafilm u nastavi fizike, 

Glavna godišnja skupština Podružnice. 


Podružnica Split 


Male teme: 

a) A. Hruš: Komemoracija prof. A. Vukasovića, 

b) J. Golubić: Apolonijevi problemi, 

Diskusija o stanju nastave matematike u osmogodišnjim 
školama, 

Diskusija o nastavnom planu gimnazije s obzirom na 
prijedlog da se ponovno postavi pitanje otvaranje 
realke. 

Male teme: 

a) J. Golubić: Prostorno poopćenje Apolonijevih pro- 
blema, 

b) M. Nikolić: Zadaci o konikama sa racionalnim rje- 
šenjima, 

Diskusija o planu za bifurkaciju u srednjim školama, 

Diskusija o nastavi geometrije u osmogodišnjim ško- 
lama, 

Male teme: 

a) J. Golubić: O jednom tipu jednadžbi, koje se dadu 
svesti na kvadratne, 

b) A. Hruš: Razrada jednog zadatka iz Glasnika, 

c) J. Golubić: Deporans Betulae, matematički kukac, 

d) M. Nikolić: O diskusiji kvadratne jednadžbe, 

Diskusija o temi: Pitagorin poučak u osmogodišnjim 
školama, 

J. Golubić: O trisekciji kuta, 

Diskusija o uređenju matematičkog dijela školske iz- 
ložbe na kraju školske godine, 

Organizaciona pitanja Podružnice, 

Diskusija o otvaranju kurseva Društva matematičara 
i fizičara, 

Dogovor o programu rada u novoj školskoj godini, 

Ž. Dadić: Matematika u Dalmaciji do XVII. stoljeća, 

J. Golubić: O konstrukcijama konika na osnovu Bo- 
škovićeve definicije, 

Glavna godišnja skupština Podružnice. 
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Podružnica Šibenik 


Sastanci Podružnice održavani su redovito dva puta 
mjesečno. Održana su predavanja o slijedećim temama: ' 
. Izbjegavanje formalizma u matematici, 
Da li teoretska ili eksperimentalna obrada fizike, 
. Problem geometrije u srednjoj školi, 
Život i rad Nikole Tesle (s eksperimentima iz po- 
dručja visoko-frekventnih struja), 
Matematički strojevi i elektronski mozgovi, 
. Historija matematike, 
. Problem uništenja sile teže, 
. Eksperimenti iz elektrostatike u višim razredima 
osmogodišnje škole. 

Pored gore spomenutih predavanja Podužnica je na sastancima 
obrađivala i sve probleme nastave matematike i fizike, koji su se tokom 
godine pojavljivali. 

25. XI. 1953. održana je glavna godišnja skupština Podružnice. 


o =a 


V. REDOVNA GODIŠNJA SKUPŠTINA DRUŠTVA MATEMATIČARA 
I FIZIČARA NR HRVTSKE 


Dana 27. I. 1954. održana je V. godišnja skupština Društva u pre- 
davaonici Fizičkog instituta Prirodoslovno-matematičkog fakulteta. Skup- 
štinu je otvorio predsjednik Društva dr. D. Blanuša i pozdravio pred- 
stavnika Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti dr. Ž. Marko- 
vića, predstavnika Društva nastavnika sveučilišta i visokih škola dr. V. 
Vranića, predsjednika Hrvatskog kemijskog društva dr. B. Težaka i pred- 
stavnika Hrvatskog prirodoslovnog društva dr. D. Kurepu, kao i ostale 
prisutne. Zatim je održao predsjenički govor pod naslovom »Razmatra- 
nja o matematici«. (Ovaj govor donosimo u cijelosti u ovom broju Gla- 
snika.) Nakon toga skupština je izabrala za zapisničare asistente S. Mar- 
dešića i M. Vučkića, a za ovjerovitelje zapisnika dr. J. Goldberga i dr. 
D. Pejnovića, dok su u radno predsjedništvo bili izabrani dr. D. Bla- 
nuša, dr. V. Nice i dr. V. Vranić. Zatim je tajnik dr. V. Vranić podnio 
tajnički izvještaj u kojem je, na početku, podsjetio prisutne na tragičnu 
smrt mladog asistenta I. Babić-Gjalskoga, u kojem su naše Društvo i 
naša nauka izgubili naučnog radnika, koji je mnogo obećavao. Nakon 
izvještaja tajnika, blagajnik, dr. V. Niče, podnio je blagajnički izvještaj, 
a predsjednik nadzornog odbora dr. Ž. Marković izvještaj nadzornog 
odbora. Poslije pročitanih izvještaja i plodne diskusije, u kojoj su uče- 
stvovali i delegati podružnica Split i Slav. Brod, skupština je jednoglasno 
podijelila razrješnicu dotadanjem upravnom odboru i prešla na izbor 
novog odbora. Prijedlog kandidacione komisije, koju su sačinjavali dr. 
J. Mokrović, prof. M. Sevdié i asist. R. Draščić, skupština je, gotovo 
jednoglasno, tajnim glasanjem usvojila, tako da su u novi upravni odbor 
izabrani: predsjednik: dr. M. Paić i članovi: dr. S. Bilinski, dr. D. Bla- 
nuša, ing. V. Devidć, asist. A. Grossmann, dr. Z. J anković, prof. M. Kraj- 
nović, asist. K. Kranjec, prof. A. Kurelec, dr. Đ. Kurepa, dr. B. Maksić, 
asist. S. Mardešić, dr. P. Papić, dr. V. Sedmak, prof. I. Smolec, dr. I. 
Supek, prof. G. Šindler, prof. S. Škreblin, prof. E. Vernić, dr. V. Vranić 
i asist. M. Vučkić. U nadzorni odbor izabrani su: dr. Ž. Marković, prof. 
F. Hrabak i dr. V. Niče, a u sud časti: dr. J. Lončar, prof. M. Lukšić i 
dr. V. Vrkljan. Novi predsjednik dr. M. Paić zahvalio se u ime novog 
odbora na ukazanom povjerenju, istaknuvši da je dosadašnji upravni 
odbor dao izvještaje o svom plodonosnom radu i na taj način ukazao 
na put, kojim treba ići dalje. Skupština je, na kraju, usvojila prijedlog 
da se članarina povisi, Tato za redovne članove na 320 din, za članove 
pomagače na 240 din., dok će pretplata na Glasnik iznositi 400 din. U 
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slučaju da se radi o bračnim drugovima, jedan od njih plaćao bi punu 
članarinu, a drugi polovinu, ali bi zajedno primali samo jedan Glasnik. 
Povišenje članarine, odn. pretplate, potrebno je iz razloga, što su troškovi 
štampanja Glasnika veoma porasli. No, kako će prihod dobiven od ovako 
povišene članarine moći da pokrije samo mali dio troškova štampanja, 
Društvo se nada, da će i ovaj puta moći da pokrije ostatak troškova 
subvencijama Savjeta za prosvjetu, nauku i kulturu i Rektorata zagre- 
bačkog sveučilišta. Time je dnevni red skupštine bio iscrpljen i skup- 
ština zaključena. M. Vučkić 


IZVADAK IZ IZVJEŠTAJA TAJNIKA NA V. REDOVNOJ GODIŠNJOJ 
SKUPŠTINI DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA NR HRVATSKE 


Podnoseći ovaj izvještaj o radu Društva matematičara i fizičara 
NRH u godini 1953., s ponosom se sjećamo prvih početaka, kada je 27. 
kolovoza 1945. bila osnovana matematičko-fizička sekcija Hrvatskog pri- 
rodoslovnog društva s pročelnikom prof. dr. Željkom Markovićem. Ta se 
sekcija pretvara 12. listopada 1949. u Društvo matematičara i fizičara 
NRH. Prvi predsjednik tog društva bio je prof. dr. Đuro Kurepa. To se 
društvo sve više razvija i postaje stvarnim reprezentantom svih mate- 
matičara i fizičara naše republike. I dok se nekoć moglo govoriti o pri- 
jateljskom povezivanju lica, koja rade na istom naučnom području, da- 
nas govorimo o društvu, kao jednoj stvarnoj potrebi u naučnom uzdi- 
zanju naše zemlje. Matematika i fizika su danas one nauke, bez kojih 
je nemoguće zamisliti daljnji razvitak bilo koje druge nauke, a naročito 
prirodnih i tehničkih. Radi toga treba razvitku matematike i fizike kod 
nas posvetiti punu pažnju i to u svim naučnim i nastavnim ustanovama, 
a osobito voditi računa o izobrazbi novoga naraštaja u toj struci. 

Naše društvo postavilo si je stoga kao cilj da pomaže naučna istra- 
živanja i da podstiče svoje članove na stručni rad u području matema- 
tičkih i fizičkih nauka, da povezuje tekovine tih nauka s izgradnjom 
zemlje, da se bavi pitanjima nastave matematike i fizike na sveučilištu, 
visokim i srednjim školama i da ukazuje pomoć vlastima pri unapre- 
denju nastave i konačno da prikuplja literaturu iz tog područja. 

Ponosni smo na to, da u postizanju tog cilja od godine do godine 
sve više _napredujem6 i tako opravdavamo naše postojanje. 

Hrvatsko Prirodoslovno društvo u kome je naše društvo bilo svoje- 
dobno jedna od sekcija, nije nam otkazalo svoju pomoć i suradnju ni 
onda, kada smo postali samostalno društvo. Hrvatsko prirodoslovno dru- 
štvo vodi i danas za nas najveći dio naše administracije, a naročito 
novčano poslovanje, posve nesebično i požrtvovno. Naša hvala ide pred- 
sjedniku dru Franu Tućanu i tajniku Milanu Butorcu kao i upravnom 
odboru Hrvatskog prirodoslovnog društva na toj dragocjenoj pomoći, 
jednako kao i namještenicima toga društva, koji za nas bez ikakve po- 
sebne nagrade obavljaju veliki dio posla. 

Mi se zato rado smatramo dijelom našeg prirodoslovnog društva, 
radeći zajedno s njim na unapređenju i propagiranju prirodnih nauka. 

Isto tako osjećamo zahvalnost Institutu »Ruđer Bošković« i pred- 
sjedniku vijeća tog instituta, dr. Ivi Supeku, koji nam također ukazuje 
svoju prijateljsku pomoć i naklonost u materijalnom i moralnom pogledu. 

Kroz sve ove godine naišli smo na svakom koraku također na sve 
veće razumijevanje u našem Savjetu za prosvjetu, nauku i kulturu, 
gdje nismo nikada naišli na zatvorena vrata. 

Društvo je nailazilo na potporu i razumijevanje i u Rektoratu 
sveučilišta, kao i u Dekanatu Prirodoslovno-matematičkog fakulteta, do- 
tiranjem Glasnika, koji je prema zaključku fakultetskog vijeća postao i 
glasilo matematičko-fizičkog odsjeka Prirodoslovno-matematičkog fa- 


kulteta. 
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Ako društvo međutim napreduje, ne malu zaslugu imaju i naši 
članovi, koji su požrtvovno sarađivali s upravom na ostvarenju ciljeva. 
Naše društvo ima danas oko 609 članova. 

Djelatnost društva u godini 1953. očitovala se u daljnjem sprovo- 
đenju naprijed navedenih ciljeva. Kod toga je bila glavna pažnja dru- 
štva koncentrirana na održavanju redovitih sastanaka i izdavanju ča- 
sopisa. 

Sastanci društva drže se svake srijede izuzevši ljetne mjesece. 
Svaki mjesec, u pravilu druge srijede u mjesecu, održava se stručno- 
pedagoško veče, na kome se drže predavanja namijenjena stručnom uz- 
dizanju srednjoškolskih nastavnika. Posljednje srijede u mjesecu odr- 
žava se veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora, i tu je dana mo- 
gućnost svakome, da u 15—20 minuta izloži ili svoj originalni rad ili da 
dade koje drugo saopćenje, koje bi moglo biti od interesa za članove. 
U svakom mjesecu ostaju.onda još dvije do tri srijede kada se drže sa- 
općenja o samostalnim radovima. 

U godini 1953. održano je u Zagrebu 34 sastanaka, od toga samo- 
stalnih naučnih kolokvija 16, stručno-pedagoških večeri 8 i večeri slo- 
bodnih tema, razgovora i saopćenja 8, a osim ovih kolokvija održana 
je 7. I. 1953. godišnja skupština s predsjedničkim govorom dr. Danila 
Blanuše »O razvoju fizičke misli u našem stoljeću«, dok je 21. X. 1953. 
društvo proslavilo 80-godišnjicu rođenja zaslužnog fizičara dr. Stanka 
Hondla, umirovljenog profesora našega sveučilišta. 

Dva kolokvija održana su u zajednici s Hrv. kemijskim društvom, 
pa je na taj način došla do izražaja i prijateljska saradnja između naša 
dva društva. 

Naše društvo sudjelovalo je također u proslavi 10-godišnjice smrti 
Nikole Tesle, pa su tom prilikom držali predavanja dr. V. Lopašić i dr. 
Đ. Kurepa. S tim u vezi spominjemo i predavanja, koja je povodom 10- 
godišnjice smrti Nikole Tesle držao naš član akademik dr. Josip Lončar. 

Intenzivan društveni rad odvijao se i u podružnicama društva, koje 
se nalaze u Osijeku, Rijeci, Slavonskom Brodu, Splitu i Šibeniku. 

Vidnu ulogu u rješavanju svih zadataka društva igra naš »Glasnik«. 
Godine 1953. izašao je 4. broj godišta 1952. i 1. i 2. broj godišta 1953., 
dakle svega 3 broja. Do ovog časa u zaostatku smo s 3. i 4. brojem za 
godinu 1953. Krivnja ne leži na nama, jer Uredništvo Glasnika raspo- 
laže s dovolino materijala, već postoje objektivne teškoće i to početkom 
godine 1953. bile su to financijske poteškoće, a kad su te subvencijom 
Savjeta za P. N. i K. prebrođene, nadošle su teškoće štamparije, koja 
nije u mogućnosti da se drži rokova. 

Uredništvo Glasnika nadalje nastoji, da sve zaostatke ukloni i da 
se kvalitet Glasnika sve više podigne. Glasnik je danas kao naša re- 
prezentativna revija internacionalno priznat, što se vidi po tome, da za 
njega dobivamo zamjene iz čitavog svijeta i to iz 34 zemlje. 

Procjena vrijednosti časopisa primjenih u zamjenu časopisa je oko 
3000 dolara godišnje, što po burzovnom tečaju iznosi oko 2,400.000 dinara. 
Na taj način prišteđujemo državi velike svote u devizama, dajući na- 
šim naučnim radnicima mogućnost korištenja najnovijih naučnih rezul- 
tata inozemstva. 

Razumljivo je stoga, da naš glavni cilj mora biti održanje Glasnika 
i mi smo zahvalni Savjetu za prosvjetu, nauku i kulturu na razumje- 
vanju, koje kod njega nalazimo i na ne maloj materijalnoj pomoći, koju 
u tu svrhu dobivamo. 

Društvo uređuje i Matematičko-fizički list namijenjen srednjoškol- 
cima čitave Jugoslavije. Taj list izdaje društvo u ime Saveza društava 
matematičara i fizičara FNRJ. Taj je list vrlo lijepo primljen u krugo- 
vima nastavnika matematike i fizike i među srednjoškolskom omladi- 
nom, kojoj je namijenjen. Godine 1953. izašla su 4 broja u nakladi od 
8000 primjeraka. Kao veliki uspjeh društva ove godine moramo zabi- 
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lježiti otvorenje naše čitaonice u matematičkom institutu u zgradi Pri- 
rodoslovno-matematičkog fakulteta na dan 9. XII. 1953. U toj čitaonici, 
koja je ujedno čitaonica Matematičko-fizičkog odsjeka navedenog fa- 
kulteta, izloženi su sada svi časopisi, koje dobivamo u zamjenu. 

Ta je čitaonica velika dobit za društvo. Susretljivošću Savjeta za 
prosvjetu, nauku i kulturu, a naročito druga savjetnika J. Lukatele, osi- 
gurana su i sredstva za instaliranje fluorescentne rasvjete, koja će bo- 
ravak u toj čitaonici učiniti još privlačnijim. 

Dosadanji rad društva biti će smjernica i za rad u budućnosti. Kod 
toga treba nastojati da društvo bude još više nego do sada ona spona, 
koja će povezivati matematičare i fizičare Hrvatske. 

U listopadu ove godine bit će održan II. kongres matematičara i 
fizičara FNRJ. Taj kongres, koji se održava u sjedištu našega društva 
u Zagrebu, neka bude ujedno manifestacija dosadanjeg rada matema- 
tičara i fizičara Hrvatske i njegovih članova. 

Pri završetku ovog izvještaja uprava društva smatra za potrebno 
da istakne požrtvovan i nesebični rad dosadanjeg tajnika dr. Zlatka 
Jankovića, kome društvo uvelike zahvaljuje svoj napredak. 

Molimo članove našeg društva da ovaj izvještaj o našem radu uzmu 
do znanja. Veselit će nas, ako nam se u diskusiji ukaže na propuste i 
nedostatke, pa će eventualne sugestije naših članova biti ujedno smjer- 
nice za rad novog upravnog odbora u narednoj poslovnoj godini. 

Tajnik: 
Vladimir Vranić 


RJEŠENJE ZADATKA 176. 


176. Dokaži: Karta na kugli može se onda i samo onda obojiti 
s dvije boje (tako da su polja sa zajedničkom granicom različito obojena), 
ako se ona može nacrtati u jednom (zatvorenom) potezu. 

(Pretpostavlja se da je karta suvisla, t. j. da se iz bilo koje točke 
na jednoj od njenih granica može doći do bilo koje druge takove točke 
putujući samo duž granica, te da su granice po otsječcima glatke kri- 
vulje i da ih imade konačan broj. Pod »zatvorenim potezom« razumijeva 
se potez, u kojem je početna točka identična sa završnom i u kojem ni 
jedan dio — granica karte — nije pređen dvaput.) 

Zadatak s rješenjem dostavio je V. Devidé, Zagreb. RijeSio ga je 
S. Mardešić, Zagreb. 

Oba rješenja u biti su jednaka. 

Dokazat ćemo dvije leme: 

Lema 1. Suvisla mreža može se onda i samo onda proći u jednom 
zatvorenom potezu, ako se u svakom od čvorova sastaje paran broj 
grana. 

Specijalno, lema vrijedi za takovu mrežu (kartu) koja je razapeta 
na plohi, koja je topološki kugla. == 

Lema 2. Karta na plohi, koja je topološki kugla, može se onda i 
samo onda obojiti s dvije boje, tako da su polja koja imaju zajedničku 
granicu različito obojena, ako se u svakom čvoru sastaje paran broj 
granica. + 

Specijalno, lema vrijedi za takovu kartu, koja je suvisla. 

Iz specijalnih slučajeva obiju lema neposredno slijedi tvrdnja iz- 
rečena u zadatku. 

Dokaz leme 1. 4 ; 

a) Uvjet je očito nuždan, jer bi u čvoru s neparnim brojem grana 
morao biti »slijepi« završetak poteza. 

b) Neka se u svakom čvoru sastaje paran broj grana. Tada se mreža 
može sukcesivnim »brisanjem« zatvorenih poteza posve razgraditi, jer se 
brisanjem jednog takovog poteza dobiva ili mreža istih svojstava ali sa 
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smanjenim brojem grana (svaki čvor, u koji se isti broj puta dođe i opet 
iz njega ode, imat će za neki paran broj smanjen broj grana) ili od 
mreže ne preostaje ništa. Da takav potez uvijek postoji, uviđamo ovako: 
Pođemo li od bilo kojeg čvora kojim bilo putem, doći ćemo jednom do 
nekog čvora, u kojem smo već bili, pa je onda u »međuvremenu« pređeni 
put jedan takav potez. (U »ćorsokak« naime ne možemo doći zbog parnog 
broja grana u svakom čvoru, a put se ne može nastavljati bez kraja, jer 
mreža ima konačan broj grana.) Ako smo dakle takovim sukcesivnim 
brisanjem dobili n zatvorenih poteza, nemoguće je da ne postoje dva 
od njih sa zajedničkom točkom. (Inače karta ne bi bila suvisla.) Ako 
pak dva poteza, jedan s obilaskom A-B-C, drugi s obilaskom D-E-F 
imaju zajedničku točku G, tako da u prvom par GC razdvaja par AB, a 
u drugom par GF razdvaja par ED, onda obilaskom G-B-C-A-G-E-F-D-G 
dobivamo umjesto prvotnih dvaju jedan zatvoren potez, pa smo ukupan 
broj poteza smanjili na n—1. Ponavljanjem istog postupka dolazimo ko- 
načno do jednog jedinog poteza, pa je uvjet i dovoljan. 

Dokaz leme 2. 

a) I tu je uvjet očito nuždan, jer se karta, koja bi sadržavala čvor 
s neparnim brojem grana, ne može obojiti s dvije boje. 

b) Neka se u svakom čvoru sastaje paran broj grana (granica). Tada 
se brisanjem jednostavno zatvorenih poteza bez višestrukih točaka (Jor- 
danovih krivulja) karta očito može razgraditi (na pr. brisanjem granica 
nekog polja, koje se, budući da je karta na kugli, sastoje od jednog ili 
više takovih poteza). Obratnim postupkom karta se može sagraditi po- 
stupnim superponiranjem od m Jordanovih krivulja. Prvi korak te iz- 
gradnje, naime karta, koju čini jedna Jordanova krivulja, očito se može 
obojiti s dvije boje, jer ona dijeli kuglu na dva dijela. Uzmimo da je 
k-ti korak izgradnje karte propisno obojen. Kartu dobivenu slijedećim 
korakom, t. j. dodavanjem slijedeće krivulje (k+1), obojimo ovako: U 
jednom od dijelova, na koje (k--1) dijeli kuglu, ostavimo boje kakove 
su bile, a u drugome ih izmijenimo. Tako bojenje je opet traženog svoj- 
stva, jer se duž starih granica ne mogu sastajati isto obojena polja, bu- 
dući da je k-ti korak bio propisno obojen, a duž novo nadošlih granica 
to se ne može dogoditi zbog bojenja (k+1)-tog koraka. Znači, i m-ti 
korak, t. j. na početku dana karta, može se propisno obojiti, pa je uvjet 
i dovoljan. 


ZADACI 


185. Neka se dokaže: diferencijalnu jednadžbu 
d 
a, otfG)ye+oa)y =0 
x 
moguće je integrirati kvadraturama, kadgod je zadovoljen uvjet 
a—1 
d | o(x) Joc C alt eas 
— fae SK uže Zoni fo) 
is |[po|-*°® [Fal 
gdje je K bilo koja konstanta različita od nule i a=kb. 


(T. Leko) 
184. Dokaži, da je 


Ne) -sley"- (39) 


gdje [2] znači najveći cijeli broj, koji nije već od g s 


(D. Blanuša) | 


Pričre de bien vouloir envoyer les périodiques a l’adresse suivante Pas 


Društvo matematičara i fizičara NR Hrvatske, Jugoslavija DJE 
Zagreb, Marulićev_trg 19 ee 


AUX COLLABORATEURS DU »GLASNIK« 


Les collaborateurs sont priés d’adresser les articles et la corre- 
spondance a la Rédaction de »Glasnik matematicko-fizicki i astronom- 
ski«, Zagreb, Marulićev trg 19. 


Les manuscrits doivent €tre écrits a la machine avec interligne 

x ne un cote de la feuille. Les formules doivent étre numérotées afin SvE: 

— deviter leur repćtition dans le résumé. Les auteurs étrangers sont invites . Dx 
de rédiger le résumé dans leur langue, la rédaction se chargeant de le eat 

s traduire en croate. 


Les auteurs recoivent a titre gratuit 50 exemplaires de tirages : Poe adis! 
a part. cone 
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SURADNICIMA »GLASNIKA« 


ar 
* 


Članke i dopise treba upućivati Redakciji Glasnika matematičko- 
fizičkog i astronomskog, Zagreb, Marulićev trg 19. 

Članci neka su jezično korigirani i pisani strojem sa proredom na 
jednoj strani papira. Uz svaki članak neka je priložen sadržaj na kojem 
od svjetskih jezika i to približno do jedne trećine opsega članka. Pri 
_ tom neka se formule iz članka u sadržaju ne ponavljaju. Zato treba u 
E- članku formule numerirati i u sadržaju se na njih pozvati. Glasniku 
se mogu poslati i članci na kojem stranom svjetskom jeziku. U tom 
slučaju neka se priloži sadržaj na hrvatskom jeziku. Autori-iz inozem- _ 
stva mogu poslati uz članak i sadržaj-na-svom jeziku. Taj će sadržaj 
uredništvo prevesti na hrvatski. 


~ Autori dobivaju 50 separata besplatno. 


2 . IZ REDAKCIJE s 


Zi Rješenja zadataka, Moa se šalju »Glasniku«, neka su pisana stro- 
3 jem ili-čitljivo rukom na jednoj strani papira i to tako, da se rješenje 
svakog zadatka nalazi na posebnom papiru. Ako je uz rješenje potrebna _ 
slika, treba je nacrtati posebno, po mogućnosti na boljem" papiru. Neka | ate 
se redakciji Salju zadaci, ali samo originalni i sa pripadnim Da 


VAŽNO. UPOZORENJE 


Mnoga strana naučna društva i ustanove traže u zamjenu k 
e Bia godišta Glasnika, a Administracija Glasnika raspolaže od 
dista samo još sa nekim brojevima. Članovi odnosno pretplatnici 
učinit će veliku . uslugu Društvu matematičara i fizičara, a 
fe etu odstupe Redakciji Glasnika matematiéko-fizitkog, Zagreb, M 
= aes BAe Beet Ub. T. 1. No. 1, 2, 3 3 Pax 


: NR MAKEDONIJA 


Sve informacije daje »Društvo“ matematičara i fizičafa NR Makedon a : 
Skoplje, Filozofski fakultet. 


ek 
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DRUŠTVO MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS IZDAJA 
OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO 


Naročnino 250 Din nakažite na čekovni račun pri Narodni banki, 
Ljubljana, štev. 604-T-207. Dopise pošiljate in list naročajte na naslov; 
Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana pošt. predal 253. 
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DRUŠTVO: MATEMATIČARA I FIZIČARA NRS izdaje časopis 
VESNIK 


DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA NR SRBIJE . > = 


Pretplata od 400 Din se šalje na adresu »Naučna knjiga«, Beograd, a2 
Knez Mihajlova br. 40/IV. Pošt. fah 690, ili preko čekovnog računa br. > 
101-T-297. (Na poleđini čekovne uplatnice naznačiti da je za Vesnik 
mat, i fiz.). an 
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SAVEZ DRUŠTAVA MATEMATIČARA I FIZIČARA FNRJ — 
oč izdaje časopis 


Zi ie NASTAVA MATEMATIKE I FIZIKE | 


. Pretplata iznosi 200 Din, a pojedini broj 60 Din. Pretnizti s ' 
rudžbe slati izdavačkom poduzeću »Znanje«, Beograd, Terazije 12, il 
ae ček. račun br. 103-T-308 sa naznakom za časopis »Nastava ma A: 


Upozoravamo vitaterve: a nares srednjoškolsku adio : 
Dii matematičara i fizičara. N. R. Hrvatske izdaje =. 


_MATEMATIČKO - FIZIČKI LIST 
ZA UČENIKE SREDNJIH ŠKOLA 


; “Pretplata za 4 broja godišnje iznosi 150 Din. Pretplatu ZA 
a adresu; PATI ea Tere, Mica br. 16 
; a eee 
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